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Uvod

Motivaci pro napsani této publikace bylo usnadnit studentim
studium mikroekonomie a makroekonomie jak na bakalarském, tak
navazujicim magisterském stupni studia.

Jednotlivé problematické oblasti, které v nékterych pfipadech souvisi
spiSe s matematikou i statistikou, byly nakonec seskupeny do Ctyr
kapitol, které postupné vysvétluji technické <¢&i ekonomické
souvislosti, které jsou pfedmétem studia ekonomie na prevazné
vétsing ekonomickych oborli v CR. Jednotlivé rozdéleni témat,
zpUsob jejich prezentace a technickd narocnost prezentace se mezi
jednotlivymi vysokymi Skolami samozrejmé lisi. Nasledujici text se
soustfedi na spolecny zaklad mikroekonomickych a makro-
ekonomickych otazek. Tam, kde by mohl vniknout problém
v interpretaci z toho ddvodu, Ze se zpUsob zachyceni v této publikaci
odliSuje od pojeti v zakladni literature k danému predmétu, na rlizné
zpUsoby zachyceni upozornujeme, i je pfimo prezentujeme.

Prvni kapitola se vénuje analyze vlastnosti funkce. Pfedevsim se
soustfedime na spravné pochopeni a rlizné zpUlsoby zachyceni
prirGstkd funkce. To je velmi dulezité pro grafickou analyzu
v mikroekonomické teorii, ale soucasné je to klicové i pro obycejnou
analyzu empirickych dat. V prvni kapitole rovnéz prfipominame hlavni
momenty souvisejici s hledanim extrému funkce. VSechny problémy
jsou prezentovany predevsim formou konkrétnich prikladd. Material
tak poskytuje automaticky prostor i pro procvic¢eni diskutovanych
souvislosti.

Druha kapitola je vénovana mikroekonomii. Podstatou mikro-
ekonomie je analyza dil¢ich trh(, kterd ddsledné vychazi z toho, jak
presné se trzni subjekty rozhoduji. Rozhodnuti trznich subjekt(



vychazi z podminek optimalni volby v té konkrétni situaci. Z nasi
praxe plyne, Zze prave interpretace podminek optimalni volby patfi ke
stéZejnim problémudm pfi studiu ekonomie. V publikaci predstavu-
jeme vSechny rozhodovaci problémy, které jsou standardné
nejpozdéji na navazujicim magisterském stupni studia soucasti
vykladu mikroekonomie. Pfi vysvétleni podminek optimalni volby
zaCiname vzdy neformalnim vysvétlenim jejiho principu a
standardné uvadime jednoduchy pfiklad. V nasledujicim kroku pak
danou podminku formulujeme pomoci grafické analyzy a ve tfetim
kroku algebraicky. Pokud tedy napfiklad v daném predmétu na
bakalarském stupni studia neni vyzadovana algebraicka inter-
pretace, je mozné tyto casti preskocit. Podstata podminek je
vysvétlena jiz v neformalni prvni ¢asti.

Treti kapitola pfedstavuje vyznam a praci s vybranymi zakladnimi
popisnymi statistikami, které pouzivame pfi Uplné obycejné analyze
dat. Mimo to, Ze se jedna samo o sobé o velmi praktické informace,
protoze bézna ekonomicka praxe je témér vzdy spojena s néjakou
formou prace s daty, tak nam tato ¢ast umoznuje do pozdéjsiho
vykladu makroekonomickych otazek zapojit empirickd data za
Ceskou ekonomiku. Posledni cast treti kapitoly pravé predstavuje
pfechod mezi procvicenim vybranych popisnych statistik a
samotnym vykladem makroekonomie.

Posledni kapitola prochazi ty makroekonomické otazky, které opét
predstavuji obvykle hlavni problém. Prvni cast kapitoly se vraci
k mikroekonomickym podminkam optima. Ukazujeme v ni, jak je
mozné je vyuZit pro analyzu makroekonomickych otazek. Zvlastni
pozornost proto vénujeme analyze ménového kurzu, coZ je typickym
problematickym mistem studia makroekonomie. Nasledné
prochazime tfi nejpouzivanéjSi makroekonomické modely na



prislusnych stupnich studia a ukazujeme, jak lze s jejich pomoci
strukturovat analyzu redlnych ekonomickych jeva.



1 Funkce

V prvni kapitole si pfipomeneme nékteré zakladni vlastnosti funkci,
které ve vykladu ekonomické teorie bézné pouzivame. Budeme zcela
minimalné pouzivat obecny vyklad, vétSina Uvah bude
demonstrovana na konkrétnich prikladech.

V prvni ¢asti kapitoly se podivdme na to, jakym zpUsobem mzeme
vyjadfit smérnici funkce, coz je pojem zcela zasadni, protoZe
smérnice funkce, kterd vyjadruje jeji prirQstky, je z pohledu
ekonomickych pojm0 jeji mezni veli¢inou. Jak uvidime v druhé
kapitole, kde budeme rozebirat podminky optimalni volby v rdznych
rozhodovacich situacich, jsou mezni veliciny pro pochopeni
ekonomické teorie absolutné zasadni. Po vykladu smérnice funkce
se podivame podrobnéji na pribéh funkce, jeji extrémy a linearizaci.

Druha cast kapitoly wuvadi priklady nékterych konkrétnich
ekonomickych funkci, na kterych jsou nékteré zavéry z prvni casti
kapitoly ukazany.

1.1Casto pouZivané funkce a jejich vlastnosti

Jak jsme pravé zminili, klicovou vlastnosti funkce, ktera nas z pohledu
ekonomické analyzy zajima je jeji smérnice. Smérnice funkce
ukazuje, jak se méni hodnota zavisle proménné pfi zméné hodnoty
nezavislé proménné. Rovnéz miZeme fict, Ze smérnice zachycuje, jak
se méni hodnota oboru hodnot funkce, pokud dojde ke zméné
hodnoty v defini¢nim oboru funkce.

Prvni informaci, kterou smérnice poskytuje, je tedy ta, zda funkcni
hodnoty pfi zméné nezavisle proménné rostou, nebo klesaji. Jinymi
slovy, zda je funkce rostouci, nebo klesajici. DalSi pohled na chovani
samotné smérnice poskytuje informaci o tom, jak se méni prirdstky



funkce se zménami nezavisle proménné. Prirlistky funkce mohou byt
konstantni, pak se jedna o linearni funkci, nebo se mohou samy
0 sobé meénit, pak se jedna o funkci nelinearni. Nelinearni funkce
mohou vykazovat rostouci hodnoty smérnice, i klesajici. Podle toho
je nasledné klasifikujeme jako funkce konvexni, ¢i konkavni na
daném intervalu hodnot nezavisle proménné. Smérnice funkce
rovnéZ poskytuje informaci o tom, kde miZeme hledat extrém
funkce, tedy jeji maximum, Ci jeji minimum. Vzhledem k tomu, Ze
podminky optima vzdy vyjadfuji podminky maximalizace di
minimalizace né&jaké cilové funkce vzhledem k omezeni, jedna se
opét o klicovou informaci, kterou je potfeba umét interpretovat.

Drtiva vétSina ekonomickych vazeb ma povahu nelinearnich funkci.
Ukazeme si vSak, Ze za urcitych podminek Ize situaci zjednodusit tak,
ze nelinearni funkce zlinearizujeme. Nyni nékolik vstupnich pojm.

Vymezme pojem funkce tak, jak s ni budeme nize pracovat. Realna
funkce jedné realné proménné je zobrazeni z mnoziny realnych cisel
do mnoziny realnych Cdisel, které kazdému realnému dislu
z defini¢niho oboru prifadi nejvyse jedno realné Cislo z oboru hodnot
funkce. Definicnim oborem je dana podmnoZzina mnoZziny realnych
Cisel a oborem hodnot je mnozina realnych cisel. Proc je definicni
obor podmnozinou realnych Cisel? Vime, Ze mnozina realnych cisel
obsahuje vSechna Cisla na otevieném intervalu minus az plus
nekonecno. V témér vsech pripadech, se kterymi budeme pracovat,
vSak ekonomické proménné, o kterych ekonomické subjekty
rozhoduji, nabyvaji kladnych hodnot: napf. mnoZstvi statkd,
mnoZstvi vstupl apod.

Proménng, ktera predstavuje definicni obor funkce, se nazyva
nezavisle proménna. Jedna se o proménnou, o jejichz hodnotach
ekonomické subjekty primo rozhoduiji. Jeji funkéni hodnoty, tedy
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hodnoty z oboru hodnot funkce, se oznacuji jako zavisle proménné.
Firma napfiklad rozhodne, Ze vyrobi urcity objem produkce, to je
nezavisle proménna, a z funkce zisku, zjistime, jak vysoky zisk takovy
objem pfinese, coz by byla zavisle proménna.

V ekonomické analyze se bézné setkavame s realnymi funkcemi vice
realnych proménnych. Napriklad spotrebitelé nenakupuji pouze
jeden statek, ale celou mnozinu statk(. Funkce uzitku je v tomto
pfipadé zobrazeni, které kazdému vektoru redlnych Cdisel
z defini¢niho oboru funkce pfrifazuje nejvySe jedno realné Cislo
z oboru hodnot dané funkce. Vektor redinych ¢isel by mél tolik prvkd,
kolik statk(l by spotfebitel nakupoval. Byt redlné funkce vice redinych
proménnych jsou v ekonomické analyze v podstaté vSudypritomné,
v grafické interpretaci problém zjednoduSujeme tak, abychom
takové funkce mohli zachytit prostfednictvim jejich dvourozmérnych
vrstevnic. Toho dosahujeme tak, ze pokud by pocet nezavislych
proménnych, napr. pocet statkll presahoval hodnotu 2, tak jejich
hodnotu limitujeme na cislo 2 pfedpokladem. To je sice znacné
zjednoduSeni, avSak nijak nebrani pochopeni podstaty rozhodova-
ciho problému.

1.1.1 Smérnice funkce
Podivejme se nyni na priklady nékterych funkci.
A/ Linearni funkce

Uvazujme funkci y = 2x. X je nezavisle proménnou a y je zavisle
proménnou. Uvazujme defini¢ni obor pro x z intervalu nula az deset.
Prostym dosazovanim za x do pfedpisu funkce zjistime pfislusné
hodnoty z oboru hodnot. Vypoctené funkéni hodnoty zachycuje
druhy radek tabulky 1.1.
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X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
y = 2X 0 2 4 6 8 |10 12|14 |16 | 18 | 20
y = 0,5x O |05 1 (15| 2 |25] 3 (35| 4 |45]| 5
y=2x+4| 4 6 8 |10 |12 ] 14|16 | 18 | 20 | 22 | 24
y=21-3x| 21 | 18 | 15| 12 | 9 6 3 0O | -3|]-6]-9

Tabulka 1.1 Pfiklady linearnich funkci

Uvazujme nyni linearni funkci y = 0,5x. Jeji funkni hodnoty jsou ve
tretim radku tabulky 1.1. Vidime, Ze obé funkce vychazeji z pocatku,
protoZe ani jedna neobsahuje konstantu, coz by bylo realné Cislo,
jehoz vySe by nesouvisela s hodnotou nezavisle proménné. Funkce
se vsak lisi tim, jak rychle rostou jejich funkZni hodnoty. V prvnim
pfipadé, se vidy pfi pfidani jednotky zvysi funkcni hodnota o 2,
v druhém pfipadé se funkcni hodnota zvySuje 0 0,5.

PFirGistky funkce oznacujeme jako smérnice funkce. Z toho plyne, Ze
smeérnice prvni funkce je 2 a smérnice druhé funkce je 0,5.

PFidejme nyni funkciy = 2x + 4. Jeji funkéni hodnoty jsou zaneseny ve
Ctvrtém fadku. Vidime, Ze funkce nevychazi z nuly, cozZ je dano tim,
Ze obsahuje konstantu ve vysi 4. Kdyz vSak porovname, jak se meéni
hodnota zavisle proménné s pfirdstky nezavisle proménné, vidime,
Zze hodnoty zavisle proménné se zvySuji stejnym tempem jako
v prvnim pfipadé. Smérnice této linearni funkce je opét 2.

Posledni linearni funkci v tabulce je y = 21 - 3x. | tato linearni funkce
obsahuje konstantu, proto nevychazi z nulové hodnoty. S prirlistkem
nezavislé proménné o jednotku vSak hodnoty zavisle proménné
klesaji, a to o 3. Smérnice funkce je tedy zaporna: -3.

12
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Obrazek 1.1 Grafické zachyceni linearnich funkci

Obrazek 1.1 znazornuje linearni funkce za tabulky 1.1. Ackoliv
posledni linearni funkce pfechazi do zapornych hodnot, tuto jeji ast
v grafu nezachycujeme.

Vezméme si tfeba funkciy = 2x + 4. Pokud bychom chtéli vyjadfit jeji
prirlstek pri zméné x z1 na 3, museli bychom poméfit prislusnou
zmeénu funkéni hodnoty (zavisle proménné) s koresponduijici
zménou nezavisle proménné. Nezavisle proménna v takovém
pripadé roste o 2. Zavisle proménna se zvysuje 0 4 (10 - 6). Smérnice
tedy je 4/2, coz je 2.

Vyjadfeme smérnici této funkce pfizméné x z 1 na 7. Hodnota zavisle
proménné se nyni méni o 12 (18 - 6), nezavisle proménna se zvysila
0 6. Smérnice funkce tedy je 12/6, coZ je opét 2.

Vidime, Ze v pripadé linearni funkce je skutecné jedno, jakou zménu
z definicniho oboru pro vypocet smérnice pouZijeme, protoze
smérnice linearni funkce je konstantni.
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Jak jsme vSak uvedli vySe, funkce, které popisuji chovani vazeb mezi
ekonomickymi veli¢inami, obvykle linearni nejsou. Podivejme se
proto na dalsi priklady funkci.

B/ Mocninna funkce - kvadraticka funkce

UvaZujme funkciy = 6x - 0,5x°. X je nezavisle proménnou ay je zavisle
proménnou. Uvazujme defini¢ni obor pro x z intervalu nula az deset.
Prostym dosazovanim za x do predpisu funkce zjistime pfislusné
hodnoty z oboru hodnot. Vypoctené funkéni hodnoty zachycuje
tabulka 1.2.

X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

y

=6x-05x2| 0 55| 10 |135| 16 |17,5| 18 |175] 16 [13,5

10

Tabulka 1.2 Kvadraticka funkce

Pokud by se nezavisle proménna zvysila z 2 na 3, zavislé proménna
by se zvySila o 3,5. Pokud by se nezavisle proménna zvysilaz 6 na 7,
zavisle proménna vzroste o 1,5. Pokud by se nezavisle proménna
zvysila z 9 na 10, zavisle proménna klesne o 3,5. Vidime, Ze prirlstky
této funkce jsou promeénlivé a méni své znameénko. Skutecnost, ze
jsou proménlivé, znamena, Ze dana funkce neni linearni. Skutec¢nost,
Ze jsou prirtstky nékdy kladné a jindy zdporné, znameng, ze funkce
na urcitém intervalu z defini¢niho oboru roste a na urcitém intervalu
klesa.
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Obrazek 1.2 Grafické zachyceni kvadratické funkce

Pokud bychom pocitali smérnici pfi zméné nezavisle proménné z 2
na 6, pak vidime, Ze zavisle proménna vzroste z 10 na 18. Smérnice
dané funkce by tedy mezi témito dvéma body byla 8/4, tedy 2. Na
dany rdst hodnoty x hodnota y reagovala dvojnadsobnym rtstem.

Pokud bychom uvaZovali rlst nezavisle proménné z2 na 4, pak
zavisle proménna vzroste z 10 na 16. Smérnice dané funkce mezi
témito dvéma body by byla 6/2, tedy 3. Na dany rdst hodnoty x
hodnota y reagovala trojnasobnym rtstem.

Smérnice funkce mezi dvéma body ma svoji geometrickou
interpretaci. Podivejme se na situaci, kdy se hodnota nezavisle
proménné meéni z2 na 6. Zelené Usecky pouze jinak graficky
zachycuji rdsty zavisle a nezavisle proménné, o kterych jsme se
zminovali. Vertikadlni zelend Usecka zachycuje zménu zavisle
proménné o 8 a horizontalni zelena uUsecka zachycuje zménu
nezavisle proménné o 4. Pokud si graficky pfedstavime pomér
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velikosti vertikalni a horizontalni zelené usecky, vime, Ze takovy
pomér vyjadruje tangens uhlu, ktery Usecka spojujici dva zkoumané
body dané funkce svira s horizontalni odvésnou. Velikost vertikalni
zelené Usecky, zménu zavisle promeénné, oznacime jako Ay. Velikost
horizontalni zelené Usecky, zménu zavisle promeénné, oznacime jako
Ax. Uhel, ktery vdaném pravouhlém trojuhelniku svird pFepona
(spojnice bodd dané funkce) s horizontalni odvésnou, oznacime a.
Pro jeho tangens plati:

A
tana = _y'
Ax

Tangens tohoto Uhlu vyjadfuje smérnici dané prepony, tedy spojnice
dvou danych bodu kvadratické funkce. Pro jeji rovnici proto plati:

My
y=a+t_ -x
Vime, Ze jeji smérnice je v tomto pripadé 2:
y=a+ 2x.

Pokud ma tato linearni funkce prochazet bodem [2, 10], pak jeji
konstanta a musi po dosazeni soufadnic tohoto bodu za x a 'y byt 6.
Rovnice dané prepony je proto:

y =6+ 2x prox € (2,6).

Smérnice spojnice jakychkoliv dvou bodu na této funkci tedy podava
informaci o prirlistku funkce. Pokud se podivdme na spojnici bodu
[2, 10] a [4, 16], na prvni pohled vidime, Ze je tato Usecka strmégjsi, jeji
smérnice musi byt tedy vyssi, nez jaka byla v pfedchozim pfipadé.
Uvedené jsme jiz ovérili propoctem, vime, Ze vtéto situaci je
smérnice dané funkce 3. S rlistem hodnoty x tedy klesd smérnice
této funkce.
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Predstavme si, Ze bychom zjiStovali prirlstky funkénich hodnot mezi
vychozim bodem na funkci[2, 10] a druhym bodem, pficemz bychom
se stale pfiblizovali k bodu [2, 10]. Prvni situaci byl bod [6, 18],
druhou situaci byl bod [4, 16], tfeti situaci, ktera neni v grafu
zachycena, by mohl byt bod [3, 13,5], pak tfeba [2,2, 10,78]. Pokud si
predstavime nekonecné malou zménu nezavisle proménné x, to
znamena, Ze druhy bod na funkci by byl neodliSitelny od vychoziho
bodu, z plvodni spojnice dvou bodl na funkci by se stala tecna.
Jednalo by se o tecnu k funkci v bodé [2, 10]. Ta je na obrazku 1.2
zachycena.

Jeji smérnici mUzeme vyjadrit rdzné, protoze vzhledem k tomu, Ze
tecna je linearni funkce, tak je jeji smérnice konstantni. Jeji propocet
naznacuji kratsi zelené Usecky. PFirlstu hodnoty x o 1 dle dané tecny
roste hodnota y o 4. Smérnice této tecny je tedy 4. Smérnice této
tecny k dané kvadratické funkci v bodé [2, 10] vyjadfuje smérnici této
kvadratické funkce v tomto bodé.

Z daného plyne, Ze muiZeme v principu vyjadrit smérnici spojité
nelinearni funkce dvéma zpusoby. Prvni zplisobem mdzZeme nazvat
jako obloukova smérnice, jednd se o situaci, kdy vyjadfujeme
smérnici pro nezanedbatelné zmény nezavisle proménné. Graficky si
je predstavime jako smérnice Usecek, které dané body na funkci
Spojuji.

Druhou moznosti je vyjadfit smérnici funkce v bodé. Tu si graficky
predstavime jako smérnici tecny k dané funkci v tomto bodé.

U linearni funkce tento rozdil nehraje Zzadnou roli, protoze, jak jsme
si ukazali, smérnice linearni funkce je konstantni. Neexistuje rozdil
mezi obloukovou smérnici linearni funkce a smérnici v urcitém bodé
linearni funkce.
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Podivejme se dale na interpretaci smérnice funkce v daném bodé.
Jak jsme si ukazali, smérnice v bodé vyjadfuje smérnici tecny k této
funkci v tomto bodé. Opét se tedy jedna o tangens uhlu, ktery tato
te€na svird s horizontadlni osou. Nyni se vSak zména nezavisle
promeénné blizi nule. MlZeme tedy psat:

fOtn)—f () _ lim ftn)—f&) _ df ()

tana = lim
h—0 Xx+h—x h—0 h dx

Zapis limitné nulového pfirdstku hodnoty nezavisle proménné resi
prostfednictvim realného cisla h, které se blizi nule. V Citateli zlomku
je tedy prirastek funkéni hodnoty pfi nekonecné malém pfrirdstku
hodnoty nezavisle proménné x. Pokud uvedena limita existuje,
oznaCuje se jako derivace funkce f(x) vbodé x. Derivaci obvykle
oznacujeme zapisem df(x)/dx, Ci dy/dx.

Smérnice funkce v bodé je tedy vyjadiena smérnici tecny k funkci
v tomto bodé, coz je totéz, co hodnota derivace funkce v tomto bodé.

Derivace z toho dlvodu hraje v ekonomické analyze klicovou roli.
Derivace ndm umoznuji zachytit prirlstky funkci a prirdstky funkci
nam vyjadfuji dopady ekonomickych rozhodnuti na jednotlivé
ekonomické veli¢iny. Pokud se firma rozhodne, Ze bude vice
produkovat, zfejmé to zvysi naklady i pfijmy. Zajima nas tedy, jak
pfesné se méni naklady a pfijmy firmy, coz jsou matematicky
derivace funkce prijmud a nakladd.

C/ Mocninna funkce

Podivejme se na dalSi pfiklad mocninné funkce: y = 20/x. Defini¢ni
obor budeme limitovat na interval nula az jedenact. Tabulka 1.3
zachycuje propocet nékterych funkénich hodnot.
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X 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10
y=20/x|—e| 20 | 10 | 6,7 | 5 4 1331292522 2
Tabulka 1.3 Mocninna funkce

u

Pokud by se nezavisle proménna zvysila z 2 na 3, zavisle proménna
by se snizila o 3,3. Pokud by se nezavisle proménna zvysilaz 6 na 7,
zavisle proménna klesne o 0,4. Pokud by se nezavisle proménna
zvysila z 9 na 10, zavisle proménna klesne o 0,2. Vidime, Ze pFirlstky
této funkce jsou promeénlivé a vzdy zaporné. Skutecnost, Ze jsou
promeénlivé, znamena, ze dana funkce neni linearni. Skutecnost, ze
jsou prirdstky zaporné, znamena, Ze je funkce klesajici.

+y
20

19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

w

(10,2)
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Obrazek 1.3 Mocninna funkce

Pokud bychom pocitali smérnici pfi zméné nezavisle proménné z 2
na 5, pak vidime, Ze zavislé proménna klesne z 10 na 4. Smérnice
dané funkce by tedy mezi témito dvéma body byla -6/3, tedy -2. Na
dany rist hodnoty x hodnota y reagovala dvojndsobnym poklesem.
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Pokud bychom uvazovali rdst nezavisle proménné z 2 na 10, pak
zavisle proménna klesne z 10 na 2. Smérnice dané funkce mezi
témito dvéma body by byla -8/8, tedy -1. Na dany rdst hodnoty x
hodnota y reagovala ekvivalentnim poklesem.

Z predchoziho vime, Ze smérnice spojnice libovolnych dvou bod(
davaji informaci o vyvoji smérnice funkce mezi dvéma body. Pokud
se pohybujeme po funkci zleva doprava, dvé ukazané spojnice mezi
body [2, 10] a [5, 4] a mezi body [2, 10] a [10, 2] demonstruji, ze
funkce je klesajici, protoze dané usecky jsou klesajici, maji tedy
zaporné smeérnice. Soucasné je patrné, ze pohybem doprava po
dané funkci smérnice rostou, nebot dané Usecky klesaji niZsSim
tempem. To jsme doloZili i vySe uvedenym propoctem, kdy smérnice
vzrostlaz-2 na-1.

Zde upozorfiujeme, Ze smérnice vekonomické analyze Ccasto
vyhodnocujeme v absolutni hodnoté, takze bychom danou situaci
klidné komentovali tak, Zze smérnice funkce se snizila ve smyslu, Ze
jeji poklesy se snizuji. Takovy pohled v ekonomickém kontextu dava
obvykle vétsi smysl.

Smérnice tecny k funkci vbodé [2, 10] pfedstavuje jeji derivaci
vtomto bodé. Vidime, Ze tecCna je klesajici, tedy derivace funkce
v tomto bodé je zaporna. KdyZ se na obrazek podivame pozornéji,
vidime, Zze pokud by hodnota x vzrostla o 1, pak hodnota y pfi pohybu
po tecné klesne 0 5. Jeji smérnice je tedy -5, jinymi slovy derivace této
funkce v bodé [2, 10] je -5.

D/ Polynom tFetiho stupné

UvaZujme nyni funkci y = -0,2x3 + 2x* + 2x. Defini¢ni obor budeme
limitovat na interval nula az deset. Tabulka 1.4 zachycuje propocet
nékterych funkénich hodnot.
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X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y=-02x3+2x>+2x| 0 | 3,8 |104|186|27,2| 35 (40,8|43,4|41,6(34,2| 20

Tabulka 1.4 Polynom tfFetiho stupné

Pokud by se nezavisle proménna zvysila z 1 na 2, zavisle proménna
by vzrostla o 6,6. Pokud by se nezavisle proménna zvysila z 3 na 4,
zavisle proménna vzroste o 7,6. Pokud by se nezavisle proménna
zvysilaz 5 na 6, zavisle proménna vzroste o 5,8. Pokud by se nezavisle
promeénna zvysila z 7 na 8, zavisle proménna klesne o 1,8. Vidime, ze
prirGstky této funkce jsou proménlivé a nékdy jsou kladné a nékdy
zaporné. Zpocatku jsou prirtstky kladné, a dokonce se zvysuji,
nasledné jsou prirQstky kladné, ale snizuji se, a nakonec jsou
prirlstky zdporné. Skutecnost, Ze jsou proménlivé, znamen4a, Ze
dana funkce neni linearni. SkuteCnost, Ze jsou nékdy kladné,
znamena, ze funkce je v jisté fazi rostouci. Soucasné bude funkce
klesat tehdy, kdyz jsou jeji prirstky zaporné.

Na obrazku 1.4 zachycujeme prirQstky funkce jiz pouze podle
smérnic teCen k funkci ve zvolenych bodech. Vidime, Ze prvni dvé
tecny maji kladnou smérnici, funkce je tedy rostouci.

Tecnav bodé[7,1, 43,51 ma nulovou smérnici. To znamen4, ze funkce
vtomto bodé neroste ani neklesa. Tec¢na v bodé [9,0, 34,2] mé
zapornou smeérnici, takze funkce klesa.

V grafu mdzeme rovnéZ pozorovat, Ze zpocatku roste funkce
zrychlujicim se tempem. To koresponduje stim, co jsme zjistili
propoc¢tem vybranych hodnot. Zpocatku jsou pfrirtstky funkce
rostouci. Pfed vrcholem funkce jasné vidime, Ze se jeji pfirtstky
zpomaluiji.
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Obrazek 1.4 Polynom tFetiho stupné

Pojdme se na otdzku proménlivych pfirlstkl funkce podivat
v nasledujici ¢asti podrobnéji.

1.1.2 Prubéh funkce

Vezmeme postupné jiz predstavené priklady.
A/ Linearni funkce

Uvazujme priklad linearni funkce y = 2x + 4. Vyjadfeme obecné jeji
smérnici. Vime, Ze funkci jeji smérnice ziskame jako derivaci zadané
funkce:

d(2x+4)
dx -

2.

Derivace tento funkce je konstantou ve vysi 2. Z toho plyne, Ze se
jednd o rostouci funkci, kdy srlstem nezavisle proménné
o jednotku, roste zavisle proménna o dvé jednotky. Pokud si
vyjadrime funkci zmény téchto pfirlstkd, coZ by byla druha derivace
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puvodni linedrni funkce, coZ je jinymi slovy derivace jeji prvni
derivace:

a?(2x+4) _
dx? =0,
pouze potvrzujeme, Ze jeji prirQstky jsou stale stejné, Cili jejich zména

je nulova.
B/ Mocninna funkce - kvadraticka funkce

UvaZujme vySe uvedenou funkciy = 6x - 0,5x% | nadale ji uvaZzujeme
na vySe vymezeném defini¢nim oboru. Vime, Ze funkci jeji smérnice
ziskame jako derivaci zadané funkce:

d(6x - 0,5%x?)
dx

=6—x.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze funkce jeji smérnice zavisi na hodnoté
nezavisle proménné. S tim, jak se bude ménit hodnota x, se bude
rovnéz ménit smérnice funkce, tedy jeji pfirGstky. Vidime, Ze
s rostouci hodnotou x budou pfirlistky funkce klesat. To mizZeme
formalné ovérit druhou derivaci dané funkce, resp. prvni derivaci
funkce jeji smérnice:

d?(6x-05x*) _
dx? -

1.

Druha derivace funkce nam tedy fik4, Ze s ristem hodnoty nezavisle
proménné o jednotku se smérnice této kvadratické funkce snizio 1.

Pokud se smérnice funkce s rdstem hodnoty nezavisle proménné
snizuje, pak takovou funkci oznacujeme jako konkavni.

Vidime, Ze pokud bude hodnota nezavisle proménné nizsi nez 6,
prvni derivace této kvadratické funkce bude kladng, to znamenj, Ze
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dand funkce bude rostouci. Jeji kladné prirlistky se viak s kazdym

e

zvySenim nezavisle proménné o jednotku snizi, a to také o jednotku.

Pokud bude hodnota nezavisle proménné vyssi nez 6, prvni derivace
této kvadratické funkce bude zaporna, to znamena, Ze dana funkce
bude klesajici. Jeji zaporné prirlstky se vSak s kazdym zvySenim
nezavisle proménné o jednotku jeSté dale snizi, a to také o jednotku.

V prvnim pfipadé tedy bude tato kvadratickd funkce rostouci a
konkavni a ve druhém bude klesajici a konkavni.

Pokud bude x rovno 6, jeji pfirGstek bude 0. Dana funkce tedy
nebude rUst ani klesat.

Uvedené presné koresponduje s tim, co je zachyceno na obrazku 1.2
C/ Mocninna funkce

Uvazujme nynijiz vySe analyzovanou funkcive tvaruy = 20/x. | nadale
ji uvazujeme na vySe vymezeném defini¢nim oboru. Vime, Ze funkci
jeji smérnice ziskame jako derivaci zadané funkce:

a2o/x) _ 40

dx x2’

Je patrné, Ze jeji smérnice bude zaporna. Dana funkce tedy bude
klesajici. Rovnéz vidime, Ze jeji prvni derivace je zavisla na hodnoté
nezavisle proménné, coz znamena, ze smérnice bude proménliva.
Podivejme se prostrfednictvim druhé derivace na to, jak presné:
d*(20/x) _ 20

dxz  x3°
Druha derivace této mocninné funkce je kladna, coz znamena, Ze jeji
prirdstky porostou. Jak to v uvedené situaci interpretovat? Prvni
derivace, fika, Ze funkce bude ryze klesajici. Druha derivace, ze jeji
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prirdstky rostou. Tedy dohromady to znamen4, Ze jeji Ubytky budou
klesajici. Funkce sice bude klesat, ale tempo jejiho poklesu se bude
sniZzovat. To jasné dokumentuje obrazek 1.3

Funkce s rostoucimi pfirlstky, ¢i klesajicimi Ubytky, tedy funkce
s kladnou druhou derivaci se oznacuji jako konvexni. Tato funkce je
tedy ryze klesajici a ryze konvexni.

Pfedchozi funkce byla v urcité casti definicniho oboru rostouci,
v dalsi ¢asti defini¢niho oboru byla klesajici a soucasné byla ryze
konkavni, jeji prirtstky totiz vzdy klesaly.

D/ Polynom tFetiho stupné

UvaZujme nyni jiz vySe analyzovanou funkci ve tvaru y = -0,2x3 + 2x?
+ 2x. | nadale ji uvazujeme na vySe vymezeném defini¢nim oboru.
Vime, Ze funkci jeji smérnice ziskame jako derivaci zadané funkce:

d(-0,2x3 + 2x% + 2x)

—0,6x% + 4x + 2.
dx

Vidime, Ze prvni derivace dané funkce ma podobu kvadratické
funkce. To ze vSech uvedenych prikladd predstavuje zdaleka nejvétsi
proménlivost vyvoje pfirastku dané funkce. Podivejme se na to, jak
se chovaji prirGstky, tedy uvedme druhou derivaci daného
polynomu:

d?(-0,2x> + 2x2 + 2x) _
dx? -

—1,2x + 4.

Druha derivace je zavisla na hodnoté nezdvisle proménné a
soucasné se jedna o linearni funkci se zapornou smérnici. Z toho
plyne, Ze pro urcité hodnoty x budou pfirlstky rostouci a pro jiné
hodnoty x budou pfirdstky klesajici. Pokud bude hodnota x nizsi nez
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4/1,2, pak budou pfirlistky rostouci. Pro hodnotu x vyssi nez 4/1,2
budou pfirdstky daného polynomu klesajici.

Z toho plyne, Ze pro x do 4/1,2 bude funkce konvexni (pFiristky
rostou) a pro x vyssi nez 4/1,2 bude funkce konkavni (pfirGstky
klesaji). Pro x rovno 4/1,2 by funkce vykazovala tzv. inflexni bod, jeji
druha derivace by byla nulova, coz znameng, Ze se funkce méni
z konvexni na konkavni (¢i obracené).

Nyni je jeSté tfeba odpovédét na otazku, kdy je funkce rostouci a kdy
klesajici. Tuto odpovéd ziskame samozfejmé pohledem na absolutni
vysi prirtstkd, coZ je informace obsaZena v prvni derivaci funkce.
MUZeme si poloZit otazku, pro jak vysoké x budou pfirlistky nulové.
PoloZime tedy prvni derivaci funkce rovnu nule:

—0,6x2+4x+2=0.
To je zfejmé totéz co:
, 20 10

X —?X—?=0

VyFeSenim zjistime, Ze funk¢ni hodnota je nulova pfi x rovno pfiblizné
7.1 (druha hodnota x, pfi které by rovnost platila, je zaporna, coz je
mimo stanoveny defini¢ni obor funkce).

Z toho tedy plyne, Ze pokud je x nizsi nez 7,1, funkce daného
polynomu je rostouci, a pokud je vyssi nez 7,1, je funkce klesajici.
Pokud je x rovno 7,1, funkce daného polynomu neroste ani neklesa.

MiZeme dat obé informace dohromady. Pro hodnoty x nizsi nez
4/1,2 je dany polynom rostouci a konvexni funkci, pro x rovno 4/1,2
je funkce rostouci a je vinflexnim bodé, pro x mezi 4/1,2 a 7,1 je
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funkce rostouci a konkavni, pro x = 7,1 funkce neroste ani neklesa a
je konkavni, pro x vy3sinez 7,1 je funkce klesajici a konkavni.

Uvedené presné koresponduje s obrazkem 1.4.

1.1.3 Extrémy funkce

Pfedchozi debatu doplnime o pohled na extrémy funkce, tedy
maxima a minima funkce. Otazka toho, co plati v extrému funkce,
vSak jiz v podstaté byla zodpovézena.

Pokud mame najit hodnotu nezavisle proménné z defini¢niho oboru,
potrfeba, aby dana funkce nerostla ani neklesala. Pokud totiz funkce
roste, je jasné, ze nemUze byt v minimu, protoZe pro nizsi hodnoty
nezavisle proménné dosahovala jisté nizSich hodnot z oboru hodnot
a soucasné s dalsim rlstem se jeji funkéni hodnoty zvysi, takze
nemUlzZe byt vmaximu. Pokud funkce klesa, je jasné, Ze neni
v maximu, protoze pro nizSi hodnoty nezavisle proménné
dosahovala vyssich funkénich hodnot a soucasné nem(ze byt
v minimu, protoze se jeji funk¢ni hodnoty jesté snizi.

Nutnou podminkou extrému funkce proto je, Ze nesmi rdst ani
klesat, coZ znamen4, Ze jeji prirlstky jsou nulové. To nastava tehdy,
kdyZ je jeji prvni derivace rovna nule.

Pokud se ma jednat o maximum, zfejmé je potreba, aby hodnota
funkce pred dosazenim nulové prvni derivace rostla a po dosazeni
nulové prvni derivace klesala. Z toho plyne, Ze v maximu daném
nulovou prvni derivaci je funkce konkavni.

Pokud je tedy prvni derivace funkce nulova a druha derivace
zaporna, dosahuje funkce lokalniho maxima.
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Pokud se ma jednat o minimum, zfejmé je potreba, aby hodnota
funkce pfed dosazenim nulové prvni derivace klesala a po dosazeni
nulové prvni derivace rostla. Ztoho plyne, Ze v minimu daném
nulovou prvni derivaci je funkce konvexni.

Pokud je tedy prvni derivace funkce nulova a druha derivace kladna,
dosahuje funkce lokalniho minima.

Funkce v3ak mUZe nabyvat extrému i mimo body, ve kterych je jeji
prvni derivace nulova. Jedna se o krajni body defini¢niho oboru. To
znamena, ze na daném defini¢nim oboru, je tfeba zkoumat funkéni
hodnoty v krajnich bodech funkce a dale v bodech, kdy funkce
neroste ani neklesa, tedy jeji prvni derivace je nulova.

A/ Linearni funkce

VySe jsme vyjadrili, Zze prvni derivace funkce y = 2x + 4 je 2. Funkce
tedy stale roste. Funkce tedy zfejmé nabyva extrému pfi posledni
hodnoté x, ktera spada do defini¢niho oboru. Tu jsme vymezili jako
x rovno 10. Funkce y = 2x + 4 proto nabyva maxima pfi x rovno 10 a
dosahuje funkcni hodnoty 24. Naopak pfi x rovno 0O, dosahuje
minima, konkrétné nulové funkni hodnoty.

B/ Mocninna funkce - kvadraticka funkce

Prvni derivace funkce y = 6x - 0,5x* je nulova, kdyZ x je rovno 6.
Soucasné plati, Zze druha derivace této kvadratické funkce je vzdy
zaporna, funkce je tedy konkavni.

Funkce dosahuje maxima pfi x rovno 6 a jeji maximalni funkZni
hodnota je 18.

Na vymezeném intervalu pro defini¢ni obor funkce dosahuje svého
minima pro x rovno 0, kdy je jeji funkéni hodnota nulova.
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C/ Mocninna funkce - kvadraticka funkce

Uvedena prvni derivace dané mocninné funkce y = 20/x nikdy na
vymezeném definiénim oboru nenabyva nulové hodnoty. Jeji
extrémy tedy budou lezet v krajnich bodech defini¢niho oboru.
Pokud se bude x blizit nule, plati:

.20
lim— = oo,

Tedy pro x blizici se nule se funkéni hodnota funkce blizi nekonecnu.

Pro x rovno 10 je funkéni hodnota rovna 2, coz je v daném defini¢nim
oboru minimum této mocninné funkce.

D/ Polynom tFetiho stupné

Uvedena prvni derivace polynomuy = -0,2x3 + 2x? + 2x nabyva nulové
hodnoty, kdyz je x rovno pfiblizné 7,1. Funk¢ni hodnota v takovém
pripadé dosahuje pfiblizné 43,5. Uz jsme ukazali, Ze pfix rovno 7,1 je
tato funkce konkavni, je tedy jasné, Ze se jedna o maximum.

Minimum funkce se bude nachazet v krajnich bodech intervalu
definicniho oboru, konkrétné, kdyz x je rovno nule, je funkéni
hodnota daného polynomu nulova.

PFi FeSeni optimalizacni Ulohy, jejimz cilem je nalezeni maxima di
minima né&jakeé cilové funkce, se hleda jeji prvni derivace, ktera musi
byt nulova. To znamena, Zze funkcni hodnota se v takové situaci
neméni, fikame, Ze jsme nalezli stacionarni bod dané funkce.
Z pohledu ekonomické interpretace to znamena, Ze se vyrovnavaji
dodatecné pozitivni a negativni dopady néjakého ekonomického
rozhodnuti. To podrobné uvidime v nasledujici kapitole pfi analyze
rdznych rozhodovacich problémd.
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E/ Vazané extrémy

Vétsina ekonomickych rozhodovacich problémd je explicitné
formulovana tak, Zze se hledd extrém cilové funkce pfi daném
omezeni. To velmi dobfe koresponduje s podstatou ekonomického
problému. Podstatou ekonomickych problémU je totiz vzacnost
zdrojli, coZ je obvykle vyjadfeno primo funkci urc¢itého omezeni,
kterému ekonomické subjekty v dané situaci Celi. Pfi tomto omezeni

e v

funkce (uzitku, nakladd, prijmd apod.).

Technicky vzato jsou tedy ekonomické rozhodovaci problémy
Ulohami tzv. vazanych extrémd. Pokud maji omezeni téchto Uloh
povahu rovnic (ne tedy nerovnic), tak se fesi s vyuzitim metody
Lagrangeovych multiplikator(.

Necht z = f(x,y) je cilova funkce, kde x a y jsou nezavisle proménné a
z je zavisle proménna a g(x,y) = 0 je funkce omezeni. Metoda
Lagrangeovych multiplikdtord ukazuje, Ze lze s vyuZitim realného
Cisla, které oznacime A, zformulovat funkci, ktera se oznacluje
Lagrangian, a ktera je dana souctem cilové funkce a omezeni, které
je nasobeno danym realnym cislem:

L(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x, ).

Redlné cislo A\ se oznacuje jako Lagrangelv multiplikator. Pokud by
rozhodovaci tloha obsahovala vice nez jedno omezeni, pficetla by se
vSechna omezeni k cilové funkci pomoci rliznych Lagrangeovych
multiplikdtor(. Lagrangeova funkce je funkci nezavislych
proménnych cilové funkce a Lagrangeova multiplikdru, Cdi
Lagrangeovych multiplikdtord pfi existenci vice omezeni. Cilova
funkce a funkce omezeni museji byt spojité.
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PFi vySe uvedeném plati, ze v extrému cilové funkce pfi splnéni
daného omezeni jsou splnéna dana omezeni a soucasné jsou prvni
parcialni derivace Lagrangeovy funkce rovny nule. Tedy pro
optimalni hodnoty nezavislych proménnych plati:

0L(x,y,A) _

dx 0,
0L(x,y,A)
== 0,
0L(x,y,4) 0

daA B

Derivaci Lagrangeovy funkce podle Lagrangeova multiplikatoru,
kterou polozime rovnu nule, vzdy dostaneme funkci omezeni.
Takovy bod, ktery splhuje uvedené podminky, se nazyva
stacionarnim bodem Lagrangeovy funkce. Pokud neni ze zadani
zfejmé, jakého extrému mize byt dosazeno, je potfeba ovéfit, zda
nalezeny stacionarni bod, ¢i stacionarni body, pfedstavuji maximum,
minimum, Ci sedlovy bod funkce.

Uvedme jednoduchy pfiklad. Cilova funkce bude realna funkce dvou
realnych proménnych z = 2x2y3. Omezeni Glohy bude jen jedno:
x + 2y =10. Cilem je najit maximum cilové funkce pfi daném
omezeni.

Sestavime Lagrangeovu funkci:
L(x,y,A) = 2x%y3 + A(x + 2y — 10).

Funkce omezeni tedy musime vyjadfrit tak, aby se na jeho pravé nebo
levé strané vyskytovala nula. Vyjadfujeme ho tedy v implicitnim
tvaru. Omezeni je mozné k cilové funkci pficitat, nebo je mozné jej
odcitat; na vysledek to nema zadny vliv.
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