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/8/
Priblizné reseni stacionarni
Schrodingerovy rovnice

8.1 UvoD

Resenim stacionarni ilohy kvantové mechaniky se zpravidla rozumi nalezeni spektra ener-
gii daného systému a vlastnich stavii odpovidajiciho hamiltonianu. Jiz pro jednu ¢astici
je tento program mozno analyticky uskute¢nit jen v nékolika malo realistickych trojroz-
mérnych pripadech, které jsme z vétsi ¢asti uvedli v pfedchozich kapitolach. Pro systémy
mnoha ¢astic, k nimz pfistoupime v nasledujicich kapitolach, je situace jesté vyhrocengjsi.
Obecny pfistup proto musi byt nutné zalozen na aproximativnich metodach. Téch bylo
vypracovano velké mnozstvi od specialnich obratli az po brutalni vyuziti sily pocitacu.
Nekteré z téchto metod maji univerzalni raz a jsou zaloZeny na obecnych principech, jimz je
mozno podkladat i fyzikalni interpretaci. Postup feseni je tak diktovan i samotnym pocho-
penim problému. Prikladem z teorie mnoha ¢astic jsou metody stiedniho pole, jako je Har-
trecho-Fockova metoda, priblizeni nahodnych fazi nebo metoda molekularniho pole. V této
kapitole se zaméiime na dvojici metod, které pii feseni ulohy

H|y)=E|y) (1.1)

e metoda variacni,
e metoda poruchova.
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K nim pfipojime tieti techniku, ktera sama o sobé& neni aproximativni, ale dovoluje ti¢innou
reformulaci mnoha pfibliznych postupti. Je to tzv.
e metoda rozdélovaci (projekéni).

8.2.1 VARIACNIi METODA

Variacni metoda nahrazuje feseni (1.1) hledanim extremalnich (stacionarnich) bodd funk-
cionalu energie £ [Y]=(V¥ | H | ¥) pti vedlejsi podmince <‘I‘ ‘ ‘P> =1. Plati totiz, ze varia¢ni
podminka

SE[Y]-E(¥|¥)=0 2.1.1)

je ekvivalentni s (1.1) a Lagrangetiv multiplikator £ respektujici normovaci podminku ma
vyznam vlastni energie. K diikazu této fundamentalni véty postaci pohled na explicitni tvar
varia¢ni podminky (2.1.1),

(6W|H-E|¥)+(¥|H-E|5¥)=0. (2.1.2)

Predevsim kazdé feSeni rovnice (1.1) vyhovuje podmince (2.1.2) a dfive formalné zavede-
ny parametr £ ma skute¢né vyznam energie ve stavu | ‘P) Naopak, platnost této podminky
pro libovolné variace |5‘P> implikuje, ze ‘P) splituje Schrédingerovu rovnici (1.1) (a (‘If|
spliiuje rovnici hermitovsky sdruzenou).

€ Variace funkcionalu £[¥] je definovana jako [ +&n]—E[ W], kde ¢ je libo-
volné malé realné ¢islo a ‘ 77> libovolny ket (srovnejte s definici funkcionalni derivace
v dodatku F). Po dosazeni £[¥]=(¥|H|¥) nachazime s ptesnosti linearni v &

77) = (5‘1’
Polozime-li |77> ~ (ﬁ—E)|‘I’>, vidime hned, Ze podminka <5T|ﬁ—E|T> =0 ma

A

SE[P]=e*(n|H|¥)+e(P|H aq H

)+ (¥

5Y), kde [5W)=¢|n).

. 2
tvar “(H —E)‘I’“ =0 a plati jen pokud je “P) feSenim Schrodingerovy rovnice

s vlastni energii E.

Je vSak vhodné zastavit se u ,,systematické¢ho* postupu. Podminka (2.1.2)
pro obecnou variaci |5‘I’> doslova zni 2Re[(0Y | I:I—E|‘P>]:O, coz by nepo-
stacovalo. Zvolime-li vSak za variaci i|0%¥), dostaneme kyzeny druhy vztah
2Im[(SY | H — E | ¥)] = 0. Plati tedy pravidlo, 7e variace vektoru ’ o ‘P) a kovektoru
(5 ‘P| lze povazovat za nezavislé. D

Témto tvaham lze dat nazornou a zaroven i praktickou podobu. Funkcional £ [\W] zobrazuje
povrch jednotkové koule v prostoru stavii na kvadratickou nadplochu, jejiz kritické body
jsou pravé normované vlastni vektory diskrétniho spektra. Zejména energie zakladniho
stavu je absolutnim minimem funkciondlu £. Casto pravé tento vysledek je oznacovan jako
varia¢ni princip pro stacionarni stavy.
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Pro zietelnost se omezime na pfipad hamiltonianu s Cisté diskrétnim spektrem
E, <E, <E;<..aodpovidajicimi vlastnimi vektory {y/l,t//z,l//3,...}.

Libovolny vektor, oznaéovany nyni jako ,,testovaci* nebo ,,zkusebni funkce*, zapisSeme
jako

2
[0y =2lwi)wi|¥): X[ vl e) [ =(¥|¥)=1 (2.13)
i i

Funkcional £ [V] v této reprezentaci ma tvar

E[¥]=(¥|A]¥)=3 |(wi|¥) Ex (2.14)

Pro energii zdkladniho stavu £, pfepiSme (2.1.4) ve tvaru
2
E[¥]=E+ X |(w:| W) (E:-E) 2 E,. (2.1.5)
i

Neni-li zékladni stav degenerovany, je nerovnost ostra pro kazdy vektor ¥ =y, a tedy
funkcional £ [‘I’] dava horni odhad energie zakladniho stavu, jak shora fe¢eno. Pro energii
excitovaného stavu £, rozd€lime sumu v (2.1.4) na tfi Casti:

2
w)\ (E,~E,). (2.1.6)

‘I’>‘2(El.—E€)+0+ D ‘<y/l.
E

e

E[¥]=E+ X ‘<l//i
E<E,

Nyni jsme v sedlovém bodu. Nula mezi sumami v (2.1.6) odpovida ¢lenu (v pripadé dege-
nerace n¢kolika ¢lendim) sumy pro energii E; = E, a pfipadna degenerace ptedstavuje vodo-
rovné plateau. Klesani nastadva smérem do podprostoru stavl s energii E; < E,. Pro testovaci
funkce ortogonalni k témto staviim ziistava jen treti, kladny, ¢len a dostavame opét horni
odhad energie E,. Postupnou ortogonalizaci k jiz nalezenym viastnim staviim s energii nizsi
a naslednou minimalizaci funkciondlu energie bychom tedy v principu mohli krok za kro-
kem nalezt celé spektrum viastnich energii. Postupna akumulace chyb pfi aproximativnim
vypoctu v§ak omezuje Gspésnost takové metody.

PRAKTICKE ASPEKTY POUZITi VARIACNI METODY

1. Prvnim krokem byva analyza symetrie hamiltonianu. Podle kap. 5, §7 se feSeni Schrodin-
gerovy rovnice transformuji podle nékteré z ireducibilnich reprezentaci (IR) grupy symetrie
hamiltonianu. Volba testovaci funkce, ktera se transformuje podle ptislusné IR, ma dvoji
vyhodu: pfiblizna vinova funkce ma touz symetrii jako (neznameé) feSeni exaktni a matice
hamiltonianu je automaticky diagonalni vzhledem k funkcim, transformujicim se podle
ruznych IR, coz zjednodusi hledani excitovanych stavi.

2. Obvykly postup je vybirat testovaci funkce ze tfidy normovanych funkci, jez jsou para-
metrizovény parametry ¢, ¢, ,...,c,. Funkcional €[ ¥ ] prechazi ve funkci £[ c;,...,c, | a hle-
dani minima spociva v feseni soustavy rovnic
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ag[cl,...,(:s] _0

o o <H> =0, i=1,.,s. 2.1.7)

Uspéch zavisi na ptihodné volbé parametrizace: pii ni se uplatni fyzikalni intuice a dochazi
k vlastni fyzikalni aproximaci. Neuvadime zde ptiklady tohoto postupu — jeho vyznamné
aplikace prolinaji kapitolu 10 i kapitolu 11.

3. Tvar zkusebnich funkci neni nijak omezen, existuji v§ak volby, které jsou velmi ¢as-
to vyuzivany. Mezi nimi je nepochybné nejvyznamnéjsi tzv. Ritzova variacni metoda.!
Zkusebni funkce je sestavena jako linearni kombinace kone¢ného pocétu pevné zvolenych
vektori, které nemusi byt vzajemné ortogonalni

Wy =clod+ele+ o +elo). (ole,)=S, 218

Koeficienty ¢, jsou ovSem komplexni a tak readlnych varianich parametrii je 2s. Rovnice
pro optimalni ¢, tvoii homogenni systém linearnich rovnic

D Hjc;=EY S;c;,i=l,..,s, maticove Hc=ESc, (2.1.9)
J=1 =

—_

kde E je stfedni hodnota energie ve stavu V. Algebraicky jde o zobecnénou tlohu na vlastni
¢isla, do které vstupuji dv€ matice: matice hamiltonianu H;; = (go,- |ﬁ | ) j> a tzv. prekryvovad
matice (overlap matrix)? S, ;= (goi |(p : >

Zvolime-li specialné variaéni funkci ve tvaru linearni kombinace prvych s funkci néjaké
ortonormované baze {(pi }, rovnice (2.1.9) pfechazeji na soustavu

N

D Hjc;=Ec, i=l..,s, (2.1.10)
j=1

ktera by vznikla ofiznutim ze Schrodingerovy rovnice zapsané v reprezentaci {gol. } Tento
intuitivné samoziejmy postup se tak ukazuje jako optimalizovany.

€ Pro aplnost uved’'me, Ze variaéni princip je ¢asto formulovan pro funkce, které
nejsou normované. Pak ma funkcional energie odlisny tvar

L JIRSALARD

3 2.1.11
(¥[¥) ( )

a zékladni varia¢ni podminka urcujici kritické body (2.1.11) ma nyni podobu

5E[Y]=0. (2.1.12)

1 Jina oznaceni, s nimiz se setkame, jsou napt. Rayleighova-Ritzova metoda, nebo Ritzova-Galerkinova
metoda.
2 Nazev pievzaty z kvantové chemie, metody molekularnich orbitalit LCAO.
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Pfimocary vypocet ukazuje, Ze rovnice (2.1.12) je opét rovnocenna se Schrodinge-
rovou rovnici (1.1), nebot’

:<5\{f|1—‘1—é\\11>—<\11|19—5|5w> _
(P |¥)

SE[Y] 0. (2.1.13)

Pti praktické aplikaci (2.1.12) postupujeme analogicky jako v pfipadé rovnice
(2.1.2). Staci zkuSebni funkce vhodné parametrizovat a fesit rovnice

aé[cl,...,c’s] _ o
Oc; ~oc,

1

(A1) /(2| ¥)} =0, i=1..s (2.1.14)

analogicky k (2.1.7). D
8.2.2 PORUCHOVA METODA

Poruchovd metoda vychéazi z rozdéleni hamiltonianu na neporusenou ¢ast H” a poruchu
AW

H=H9 0. (2.2.1)

Nazorny piipad poruchy pfedstavuje stacionarni vnéjsi pole, do néhoz neporuseny systém
vlozime. Bezrozmérny parametr A v (2.2.1) je realné ¢islo, které typicky urcuje ,,velikost*
poruchy, napf. intenzitu piisobiciho vn&jsiho pole. Casto je viak jako porucha vy&lenéna
&ast W hamiltonianu, jejiz pusobeni je vhodné zapocist dodateéné jako modifikaci zaklad-
niho obrazu obsazeného v A Lapidarnimi slovy Diracovymi, hamiltonian rozdélime na
dv¢ casti, jednoduchou a malou. Parametr A, ,,vazbova konstanta®, se pak méni od 0 do 1
a interpoluje mezi neporusenym a tplnym hamiltonidnem: H A=0)= HO H A=D= H.

Reseni pivodni Schrodingerovy rovnice (1.1) hleddme tak, e vyjdeme od feseni
neporuseného

HOy® —EOy©. =12 (22.2)

které je plisobenim poruchy modifikovano. Interpolacni hamiltonian (porucha) zavisi na
A analyticky a zakladnim pfedpokladem poruchové teorie je, ze totéz plati i o vlastnich
energiich a funkcich.! Vzajemné jednoznaénou korespondenci l//l-(o) oy, El-(o) —E; je
pak mozno nalézt jako rozvoj v mocninach poruchy (parametru 1). Tato formulace je zvana
Rayleighiiv-Schrédingeritv poruchovy pocet. Explicitné

1 To neni automaticky splnéno. Nizkoteplotni supravodivost je umoznéna slabou pfitazlivou silou vyvolanou
interakci elektront s fonony. Nicméné energie zakladniho stavu supravodice nezavisi analyticky na parametru
A méficim silu této interakce a nelze ji rozvést v Taylorovu fadu v okoli bodu A = 0.
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@, ..
’ (2.2.3)
E® & E=E9+1ED + 22E® + ...

v ou =y vy + 2y

Mluvi se o adiabatické generaci porusenych stavil. To souvisi s implicitni piedstavou velmi
pomalého — adiabatického — zapinani stacionarni poruchy, jak bude blize ukazano v kapi-
tole 9. V pripad¢ vnéjsich poli je tato predstava plné fyzikalni, jeji uplatnéni je vSak stejné
vyznamné v ptipad¢ zapocteni vnitinich interakci, jako spin-orbitalni vazby nebo elektron-
-elektronového plisobeni. Rozvoje (2.2.3) se ov§em tykaji jen nedegenerovanych vlastnich
stavil diskrétniho spektra a jejich pouzitelnost bude obecné rizna pro rizné stavy.

Cilem teorie je stanovit koeficienty u jednotlivych mocnin. Standardnim postupem,
ktery je bézné reprodukovan v uéebnicich, je dosadit rozvoje (2.2.3) do Schrédingerovy
rovnice a piejit k £ ©) -reprezentaci. Porovnanim ¢lend u téZze mocniny A dostaneme reku-
rentni vztahy, které jsou pak feSeny postupné. Zpocatku je to snadné:

O W )

O — (O (17 1Oy Dy = (0)
ED =W Wy ) i) =2 v — 55—
i 0

(#i

(2.2.4)

Pak se objevi nesndze. Rozvoj pro vinovou funkei neni Schréodingerovou rovnici uréen
jednoznaéné, je nutno pripojit predpis pro normovani a pro neurcitou fazi vinové funk-
ce. Normovani na jednicku neni nejpohodInéjsi. Soucin E(A)w(A4) stojici na pravé strané
Schrédingerovy rovnice piedstavuje soué¢in dvou mocninnych fad a tak vysledky rekurent-
niho feseni jsou postupné stale méné piehledné.

Proto bylo v urcité fazi teorie vénovano znac¢né Gsili hledani alternativnich uprav poru-
chové teorie. V této kapitole se letmo setkame s Brillouinovou-Wignerovou verzi porucho-
vého poctu a s reformulaci Rayleighova-Schrodingerova poruchového poctu, kterou navrhl
T. Kato. Souborny nadhled ziskame pouzitim rozdélovaci techniky.

Ptipad osamélého nedegenerovaného stavu je ovSem zvlasté piiznivy svou jedno-
duchosti. Ze vztahu (2.2.4) vidime, Ze nutnou podminkou je, aby vsechny zlomky tvaru

Vf/l.go) / (El.(o) - E}O)) byly malé. To jisté selhava pro degenerované hladiny, ale také v piipa-

dé, ze nékteré dalsi stavy (///@ <y, jsou energeticky piilis blizko ke studovanému stavu

(0)

v o wg,t. Eéo) ~ El.(o), tzv. kvazidegenerované hladiny. Tyto ptipady je zfejmé nutno

pojednat jinak, symetricky ve vSech zcéastnénych stavech. Jak uvidime, pravé k tomu
poskytuje rozdélovaci metoda idealni prostiedky.

Zavérem chceme upozornit, Ze zdanlivé zcela formalni aparat poruchové teorie je nutno
podpotit spravnou fyzikalni volbou. Ta se projevi jiz ve zptisobu rozkladu H—>HY 4w,
Pomoci ného Ize hierarchizovat jednotlivé interakce v systému podle jejich vyznamu. Dale
je nutno specifikovat stavy, na které bude vypocet zaméien. Sotva nastane ptipad, kdy poru-
chova metoda bude Gcinkovat pro celé energetické spektrum stejnomérné. Koneéné volba
aproximace zpravidla spo¢iva v ukonéeni rozvoje ve zvoleném fadu.
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8.2.3 ROZDELOVACI METODA (PARTITIONING)

Rozdeélovaci metoda je spise znama pod anglickym nazvem partitioning nebo téz ,,down-
-folding®.! Vychazi z rozdéleni celého Hilbertova prostoru na dva ortogonalni podprostory:
‘H="H, D H,, dimenze prvého z nich je zpravidla konecna a druhého nekone¢na. Kaz-
dy stav, tedy i feSeni Schrodingerovy rovnice (1.1), mizeme pak jednoznaéné rozdé€lit na
odpovidajici ortogonalni projekce:

V=W, s (Walwy) =0,

Rovnice (1.1) mize byt takto exaktné pfevedena na soustavu dvou rovnic, z nichz prvni
je nelinearni rovnici pro y, a druhd umoziiuje rekonstrukei 7, — ;. Fyzikalni motivace
tohoto formalniho kroku v kontextu feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice spoéiva
v tom, Ze intuitivné predpokladame, ze prostor H,, je pro dany problém kli¢ovy a kompo-
nenté y/,, je tfeba vénovat zvlastni péci, zatimco prostor H,, lze respektovat jen pfiblizng,
poruchové. Co presné tim minime, je obsahem nasledujiciho odstavce.

Loéwdin i Feshbach? formalizovali myS$lenku partitioningu pomoci projekénich operato-
riPab = I- P, piislusnych podprostoram H,, a 'H,,. Nasobime-li Schrédingerovu rovnici
(1.1) témito projektory, dostaneme dvé vazané zcela symetrické rovnice:

(Ho=B)wa)+Hyplwy) =0, |w,)=Blw)
23.1)

A

(Hyp = E)wy)+ Hpo|wa)=0,  Hy=HHE,, uv=ab.
Dal3i krok je podstatné nesymetricky. Komponentu i, pokladdme za ,,relevantni“ a kom-
plementarni vektor W, z prvni rovnice eliminujeme. K tomu je tieba v druhé rovnici provést
inverzi operatoru ﬁbb — E, rozumi se v podprostoru H;, v celém H samoziejmé tato inver-

ze neexistuje. Se ziejmym oznacenim pro tuto restringovanou inverzi pfechazi soustava
(2.3.1)na

aa ‘l//a> = E‘l//a>’ Iflaa = I:]aa +I:1ab %[:\Iba
) b (2.3.2)

1 Jako metoda inverze matice je zavedena v algebie jiz davno. Ve fyzikalnim kontextu je spojovana se dvéma
jmény, mluvi se o ,,Feshbach-Lowdin partitioning*.

2 Feshbach, H.: Ann. Phys.(N. Y.) 5 (1958), 357, 19 (1962), 287; Loéwdin, P. O.: J. Math. Phys. 3 (1962),
969-982.
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Na prvnim fadku mame nelinedrni Schrédingerovu rovnici pro relevantni komponentu y,
s efektivnim hamiltonidnem H,, zavislym na energii; druhy fadek udava rekonstrukéni
rovnici pro y,, kterd byla pouzita k ziskani efektivniho hamiltonidnu a nyni slouzi k pfi-
padnému dopocteni y;, z jiz zndmé komponenty y/, .

sk ok ok sk ok

Pro hlubsi rozbor soustavy partitioningovych rovnic zvolime v H konkrétni ortonormalni
bazi {(pj }, j=1,2,.... Stacionarni Schrodingerova rovnice nabude tvaru rovnice pro vlastni

vektory matice hamiltonianu
Hly)=E|y) <> Hc=Ec, (2.3.3)

kde H je étvercova (obecné nekonecnd) matice s prvky Hl.l. = <¢)l. ‘I:I ‘(pj> a C je sloup-
covy vektor s prvky ¢; = <goi ‘l//>, jak jsme uz diskutovali v kap. 1, § 6.1. Zaved’'me opét
'H ="H,® H, abaziv podprostoru H, oznac¢me kolektivné jako {¢) » }, bazi ve zbyvajici casti
Hilbertova prostoru oznaéme kolektivné {gob } V principu mohou byt oba prostory neko-
ne¢nérozmérné, ale dale budeme predpokladat, ze H, ma kone¢nou dimenzi, dim (H,) = s,
a o¢islujeme vektory baze tak, ze

{(pa} E{(pl,(p2,...,(ps}; {(ob } = {¢s+l’¢s+2""}' (2.3.4)

Matice H v (2.3.3) ziska timto obratem blokovou strukturu fadu 2 x 2 a kazdy vektor C se
zméni v dvoukomponentovy vektor:

Haa Hab Ca
H= , c= . (2.3.5)
H,, H,, Cp

Matice H,, je ¢tvercova a kone¢na, Hi,, Ctvercova (a obecn€) nekonecna; matice H ,;, a H,,,
jsou obdélnikové s jednou stranou (obecné) nekoneénou. Schrédingerova rovnice (2.3.3)
ma nyni tvar odpovidajici soustaveé (2.3.1):

Haa Hab (Ca Ca
=F , (2.3.6)
H,, H,,)\c, Cp
neboli

(Hyy —Ely,)C,+Hy, €, =0,

(2.3.7)
Hip o Cq+ (Hpp = Elpp)Cp = 0.
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Dalsi postup je opakovanim cesty k rovnicim (2.3.2). Z druhé rovnice (2.3.7) vypocitdme Cy,
Cp = (Elpy —Hpp) ' Hy, €, (2.3.8)

a dosadime do prvni rovnice. Tajemna inverze £, / (E — H,,) v (2.3.2) nabyva zndmé podo-
by inverze maticové. Dostavame Schrodingerovu rovnici tvaru (2.3.3), avsak s renormali-
zovanou matici H radu s x s:

H,, c,=Ec, (2.3.9)

aa ~a

kde, ve shod¢ s (2.3.2),

-1
Haa = {Haa +Hab [Ejlbb _be:l Hba } (2310)

Soustava rovnic (2.3.9) je plné ekvivalentni pivodni Schrédingerove rovnici (2.3.3) v jeji
maticové podobg, ale na rozdil od ni je to soustava jen pro konecny pocet amplitud tvoficich
vektor ¢,. Za promitnuti (odtud nazev projek¢ni technika) Glohy hledani vlastnich vektort
v nekonecné rozmérném prostoru H na tlohu feseni systému rovnic v kone¢né rozmérném
'H,, jsme zaplatili dvoji cenu:

1. vyskytem inverzni matice k nekonecné matici H,, — £ 1.

2. nelinearitou soustavy (2.3.9), ktera uz neni ulohou na vlastni vektory matice stojici

na levé strang, protoze ta je sama funkci hledaného vlastniho c¢isla E.

Netrivialni charakter rovnice (2.3.9) je patrny jiz z toho, Ze v principu ma tolik feSeni, co
puvodni nekone¢ny systém (2.3.3).

8.2.4 VZTAH ROZDELOVACi METODY A RITZOVY VARIACNi METODY

Ackoliv vychodiska popisovanych tfi metod — varia¢ni, poruchové a rozdélovaci — jsou pii
prvnim pohledu riiznd, ve skutecnosti mezi nimi existuji izké vztahy. Ty budou naznaceny
v nasledujicich odstavcich. Jednoticim prvkem bude partitioning jako univerzalni technika,
ktera nachazi uplatnéni pfi feseni fady problémd, nejen v kontextu poruchového poctu,
o ktery se zajimame prednostné. Zde ukazeme jeho pouziti pro analyzu Ritzovy implemen-
tace variacniho principu, o niz jsme mluvili v § 1.

Varia¢ni funkci zvolime typicky ve tvaru linearni kombinace prvych s funkci vhodné
ortonormalni baze {¢, },

S S 2
(//:ch.(pi’ Z‘cl.‘ =1 24.1)
i=1 i=1

a pro urceni koeficientl ¢; feSime pfibliznou Schrodingerovu rovnici v prostoru
H(s) s bazi {gol,..., ?q }, coz vede na hledani vlastnich feseni (hermitovské) matice hamilto-
nianu, jak jsme uz diive uvedli, viz (2.1.10):
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S A
Y[ Hy—ES Je;=0i=1 5, H, = (g |

9 > (2.4.2)

Nachazime s vlastnich &isel E;, i =1,...,s a k nim pfisluSejicich s ortonormalnich vlastnich

T N )
vektorti C,= (cgl),...,cél)) ,i=1,...,s a tudiz s funkci

vzhledem k nimz je matice hamiltonianu diagonalni. Energie ]-:71 je hornim odhadem energie
zékladniho stavu ve smyslu varia¢niho principu a ¢, je odpovidajici pfibliznou vinovou
funkei.

Funkce {(ol-} nyni zvolme za bézi v podprostoru H, v rozdélovaci metodé€. Pro pfesnou
vlnovou funkei zakladniho stavu y/, pak plati

N
v, =>.cVo +y,, (243)
i=l

a Ritzv ,,Ansatz” odpovida aproximaci 2T 0 a tedy y, ~ @1. Rozd¢lovaci metoda
respektujici alespon priblizné A tedy umozni zhodnotit po piipadé zlepsit Ritziiv variacni
postup. Kdyby se kupftikladu sloupec

- ~ —1 -
Cip =(E Ly, —Hyp)  Hy, Cyps

ptiblizné odpovidajici vztahu (2.3.8), ukazal jako maly proti @m, mohli bychom Ritziv
postup pokladat za opravnény.

VYZNAM DALSICH VLASTNICH RESENI RITZOVY ROVNICE (2.4.2) i

Pro energii a vlnovou funkci zdkladniho stavu mame tedy pfiblizné veli¢iny E, > E, a
@1 ~y,, ®V¥, —Jaky ale maji vyznam zbyvajici vlastni Cisla Ez,...,ES? A lze néco fict
o jejich zméné, budeme-li dimenzi s zvétsovat? Zvétseme dimenzi o jednicku a uvazujme
pouziti Ritzovy metody v prostoru H(s +1) s bazi {(ﬁl,...,qbs;gos +1}' Matice hamiltonianu
je ,,ovroubena®, pribyl ji s +1-ni fadek a s +1 -ni sloupec. Proved'me nyni v H(s +1) parti-
tioning M, <> {p, }.H, < {@},...¢ }. Dle (2.3.9), (2.3.10) je viech s+1 vastnich &isel

matice (s +1) x (s +1) hamiltonianu dano fesenim jediné transcendentni rovnice

H

S | H
Hs+1,s+l + ZM =1, Hs+l,k = <¢s+1 ¢k > (2.4.4)

k=1 77_Ek
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Vlastni ¢isla 77 jsou tudiz dana priseciky dvou funkei: pfimky y =n—H , .., a funkce

Sm)= Zn —, Ck:\HHl,k\zz& (2.4.5)
k=111 —

ktera je viude klesajici a méa poly v bodech E vk =1,...,5 Z asymptotického chovani f(77)
snadno vidime, Ze nejmensi vlastni ¢&islo! 77; = El (s+DhH< El (s) a nejvétsi vlastni Cislo

1 y01 = Ey 1 (s +1) > E(s). Jelikoz dale mezi kazdou z dvojic (E;_; (5), E;(s)), i = 2,...,s se
S (m7)méniod—oo do + oo, existuje dalSich s — 2 feSeni (priiseciki) 7, = E,- (s+D,i=2,..,s
tak, ze plati

n= E~’i(s—|—1)§Ei(s)§Ei+1(s+l)z77i+1;i:1,2,...s.2
sk ok ok ok o3k

Grafické feSeni transcendentni rovnice (2.4.4) pro s =5 a s = 6 je ukdzano nize na obr. 8.1
ktery ukazuje, jak pfidavame-li dalsi funkce do rozvoje v, tj. zvétSujeme-li postupné rad
matice H;;, pak nejenom, Ze nejniZsi vlastni ¢islo E sestupuje ve shod¢ s varia¢nim princi-
pem k energii zdkladniho stavu £, ale také dalsi vlastm tisla £y, Ej,... sestupuji a limitng
se blizi energiim excitovanych stavii £,, Ej, ...

Jedinou diagonalizaci matice H;;,i, j =1,..., N tak dostaneme horni odhad prvnich N
energii Schrodingerovy rovnice. Tak napf. pouzitim Ritzovy metody na feSeni kp-rovnice
(V.3.27) ziskdme jedinou diagonalizaci (pfiblizné) energie elektronu v N pasech: £y, ..., Exy
pro kazdé k z prvni Brillouinovy zony.

8.2.5 VZTAH ROZDELOVACiIi METODY A PORUCHOVEHO POCTU

Az dosud jsme nepouzivali poruchovou strukturu hamiltonianu (2.2.1) a nevyuzili moz-
nosti specidlni volby baze v podobé vlastnich vektora {l//( )} neporuseného hamiltonianu
H®. Pravé zde se uplatni fyzikalni volba vybérem t&ch neporusenych vlastnich stavi, které
budou vstupovat do prostoru H,,. Jak jsme jiz vidéli v § 2.3, maticové elementy poruchy
W <1//l(0) rWl//(O)> pusobi vazbu mezi stavy ‘ 0 ‘ t//(o)> Je-li porucha slaba, bude
plat1t piiblizng zdkon zachovani neporusené energie. V okoli zvolené referenéni energie £

1 Pro rozligeni vlastnich &isel nalezenych v prostoru H(s) resp. H(s+ 1) je budeme psat jako E(S) resp.
E(s+1).

2 Tento vysledek je v matematice znam jako véta o vlastnich ¢islech vroubené matice, teorém o lokalizaci

vlastnich ¢isel hermitovské matice ¢i (Cauchytiv) interlace teorém: Jestlize v hermitovské matici HH (N )H fadu

N x N vynechame jeden fadek a odpovidajici sloupec, takze vznikne hermitovska matice HH(N -1
vlastni ¢isla této matice E; (N —1),i =1,..., N —1 lezi mezi odpovidajicimi vlastnimi ¢isly matice HH(N)H:

E;(N)<E;(N-1D)<E; (N);i=12..N-1.
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Obr. 8.1: Cauchyho interlacing teorém

Oscilujici klesajici funkce je grafické znazornéni pribéhu funkce f(77) dle (2.4.5) pro s = 5. Svis-
1é teCkované Cary (asymptoty (7)) ukazuji polohu 5 péli f'(77) odpovidajicich vlastnim &isldm
matice hamiltonianu fadu 5 x 5. Sipky ukazuji jejich posun do novych poloh odpovidajicich viastnim

Cisldm matice hamiltonianu 6 X 6 ziskanych resenim (2.4.4) jako priseciky funkce f'(77) a primky
y=n- Hs+1,s+l'

néz

budou v rozvoji ‘l//(/l)) hrat dominujici roli funkce ‘y/l.(o)> odpovidajici energiim El-(o) pro

\E—E}W\ < AW, (2.5.1)

kde prava strana znaci charakteristickou velikost poruchy. Tuto skupinu — feknéme s funkci

0 0 0
{,/,1( Ly ®, Ly )} (2.5.2)

zvolime za bazi podprostoru #,, a zbyvajici nekonecnou ¢ast baze ptifadime ;. Mohou
nastat tfi pripady:

e podmince (2.5.1) vyhovuje jedina neporusena energie, feknéme E(” a s =1. Pak

v (2.5.2) bude vystupovat jedina neporusena funkce l//(o), prostor H,, je jednoroz-
mérny — jde o nedegenerovany piipad, o némz pojedname v § 3.1.

e podmince (2.5.1) vyhovuje sice jedind energie E{", ale ta je s-krat degenerovana,

e nebo s-funkci (2.5.2) patii k nékolika blizkym hladinam: ...,

-22-

-1’ [+1°°
ré v§echny vyhovuji podmince (2.5.1); obé moznosti (degeneraci i kvazidegenera-

ciE Z(O)) je tieba respektovat stejnym zptlisobem a prostor H, je s-rozmérny — §4.

EQLEY EY). ..., kte-



V reprezentaci neporusenych stavii bude matice H'” diagonalni a efektivni hamiltonian
(2.3.10) bude mit tvar:

~ -1
m,, = {Hﬁjy AW g+ AWy | By~ )~ AWy, | Wba} (25.3)

a podobné (2.3.8) nabude tvaru
c,=A(El,, -HY -IW, )'W, c_. (2.5.4)

S presnosti do prvniho fadu ma efektivni hamiltonian tvar H(a(zl) +AW,, a tloha na jeho
diagonalizaci splyva s Ritzovym postupem. Ma tedy optimalni podobu a vede na s ortonor-
malnich stavil, z nichz ve vys$$ich fadech poruchového rozvoje vyrostou relevantni stavy
poruseného systému. Vysetfeni ulohy prvniho fadu je tedy nezbytnym vychodiskem, jak
v nasledujicich paragrafech podrobné uvidime.

Pro ziskani poruchového rozvoje rozvedeme inverzni matici v (2.5.3) do mocninné fady
dle ptedpisu:

-1
(A-B)! = [A(l - A‘IE)}
(2.5.5)
- [1 - A‘I]B%] AT AT ATTBAT 4,
ptic¢emz polozime

A=(El,, -H)), B=AW,,. (2.5.6)

Matice A je diagonélni, takze inverzni matici A~ snadno nalezneme. Efektivni hamiltonian
H ma s pouzitim rozvoje (2.5.5) tvar:

H,,=HO+ AW _ +22W , (E1,, ~-H))'W, +

(0) ) (0) . 2.5.7)
FAW (Bl ~ B ™ Wy, (B, —Hpp) ™ W, +

ktery nazyvame Brillouinovou-Wignerovou poruchovou radou. Podobné

0)\—1 0)\-1 0)\-1
¢, =A{(EL, ~H) " +(EL, —H)) AW, (E1,, ~H) "+ W,

(2.5.8)

Rozvoje (2.5.7), (2.5.8) nejsou v8ak mocninné fady v poruchovém parametru A, protoze
energie v inverznich maticich je rovnéz funkci A. Chceme-li z (2.5.7), (2.5.8) obdrzet poru-
chovou fadu v 4, tedy Rayleightv-Schrodingeriv mocninny rozvoj, musime tyto energie
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rozvést v mocninnou fadu v 4 a fady (2.5.7), (2.5.8) odpovidajicim zplisobem pferovnat.
Jak uvidime v §8.3, pro nejnizsi fady poruchového poctu to je snadné.

ko ok sk ok

Zvazme jesté vyznam jednotlivych casti efektivniho hamiltonianu (2.5.3). V prvé radé
zdliraznéme, ze blok W, , vstupuje do vypoctu neporuchové — tato ¢ast poruchy je diago-
nalizovana exaktn€. Naproti tomu bloky AW,;, a AW}, svazuji oba podprostory H, a H,,
a objevuji se ve vSech fadech poruchového poctu pocinaje druhym. Je-li tato vazba slaba,
A — 0, sp&jeme, jak bylo uvedeno vyse, k efektivni Ritzove tiloze; tedy pravé dostateéné
respektovani blokti AW, a AW, _ je z hlediska poruchového poctu nejvyznamnéjsi. Konec-
n¢ blok AW, , komplikuje inverzi v (2.5.3) a pouze ten je zodpovédny za vyssi fady (= 3)
poruchového poctu. Pfitom maticové elementy vystupujici v AW, spojuji ty neporuSené
stavy, o nichzZ malo vime a jichZ je — v principu — nekone¢né¢ mnoho. Neni proto divu, Ze
druhy fad poruchového poctu je jakousi pfirozenou hranici, ktera je jesté prehledna a tech-
nicky zvladnutelna. Kdyz se nam nepodafi zachytit fyzikalni esenci problému v tomto
priblizeni, nezbyva nez hledat jiné cesty k feSeni dané ulohy, anebo se pokusit formalné
vyséitat vyssi fady poruchového poctu. To v dnesni dobé¢ jiz nemize odstrasovat, programy
pro algebraické manipulace snadno vytvoii vyrazy libovolného fadu a ur¢i, co z nich lze
stanovit analytickym zptisobem a co musi byt feSeno numericky. Pro jisté typy uloh pak
existuje software, ktery automaticky generuje procedury pro vypocet jednotlivych ¢lent
poruchové fady véetné vicerozmérnych integraci.

8.3.1 NEDEGENEROVANA HLADINA

Je-li neporusend energie E;O) nedegenerovana, klademe do prostoru H, jedinou funkci l//é(o)
arovnice (2.3.9) pro opravenou energii £, s hamiltonianem (2.5.7) neni rovnici maticovou,
ale skalarni:

Hycp=Ejc

G (3.1.1)

H, =EO+ 1w, +12 W, ————W., +..
o0 =5y o 2 Wy (E,~E") jt

i,j={
Za ptedpokladu, Ze ¢, = 0, plyne z (3.1.1) Brillouinova-Wignerova formule pro vlastni
energii £,
2
4
0 2 ‘ li
E, =E + W, +1 >t (3.1.2)

coz je ve skute¢nosti nelinearni rovnice, kterou je vhodné fesit iteracemi. S presnosti A’
muZzeme take ve jmenovateli (3.1.2) nahradit hledanou energii £, energii neporusenou £ 4(0),
¢imz ziskame standardni vyraz Schrédingerova poruchového po¢tu do druhého fadu véetné:
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2

(0) 2 ‘W/fi
E,=E" + W, +1% )

— (3.1.3)
i=t B\ —E

Tomuto vyrazu pro energii odpovida vyraz pro vinovou funkci prvého fadu v 4, ktery zis-
kame z (2.5.4)

ciz/ché, (3.1.4)
E/EO)_EI'(O)
takze
w.
v, =c w42y — O (3.1.5)

i=t EO—E© !
1

Amplitudu ¢, je nutno ur€it z normovani funkee y, . Zvolime-li ¢, =1, odpovida to ¢asto
pouzivanému normovani <1//lfo) ‘1/// ) =1. Pro normovani <1//ﬁ ‘1/// > =1 mame podminku
1

3 22w,
+ - v = r
S (EO -0y

2
€ = 2

a s presnosti 12

2 2
A2w,. 2 W,
¢, =11+ #‘2 ~1- 2 % (3.1.6)
iz (EY —E) 2 izt (B -E™)
k %k sk ok ok

Jako typickou netrivialni aplikaci nedegenerovaného poruchového poétu zkoumejme posun
energie zakladniho stavu atomu vodiku v konstantnim elektrickém poli. Zvolime-li pole
podél osy z, £ =(0,0,€) — ma hamiltonian tvar:

H=H"+e€:. (3.1.7)

JelikoZ vnitroatomové coulombické pole je obrovské, £ ~ e/ 4 & ag ~10"' V/m, mize-
me interakei s vn&j$im polem (posledni ¢len v (3.1.7)) povazovat za poruchu.!

1 Pfestoze je vnéjsi pole o tolik slabsi nez pole jadra, neni striktné vzato situace tak jednoducha. Porucha méni
asymptotické chovani potencialni energie a hamiltonian (3.1.7) ma spojité spektrum: elektron dfive nebo
pozdéji v disledku elektrického pole unikne z atomu tunelovym jevem. Nebude-1i viak vnéjsi pole extrémné
silné, bude doba Zivota elektronu v atomu velka a stavy nalezené poruchovym poc¢tem popisi kvazistacionarni
stavy. Analogicky problém je podrobné diskutovan na ptipadu anharmonického oscilatoru v § 6.
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Tak jako klicovou veli¢inou v ptipad¢ interakce atomu s magnetickym polem je magne-
ticky moment atomu — permanentni a indukovany — je klicovou veli¢inou v piipadé interak-
ce s elektrickym polem elektricky dipolovy moment atomu. Klasickym vyrazem pro dipo-
lovy moment atomu vodiku (jehoZ proton lezi v pocatku a elektron v misté r) je veli¢ina

d=—cr, (3.1.8)

¢emuz v kvantové mechanice odpovida

(d)z—e<r>:fp(r;5)r dr; p(r;E):—e‘!//(r;é') 2, (3.1.9

kde p je nabojova hustota elektronu v atomu vodiku a explicitné jsme vyznacili, Ze feSeni
Schrodingerovy rovnice s hamiltonianem (3.1.7) jsou funkci intenzity elektrického pole £.

V duchu poruchového poctu rozvineme nabojovou hustotu v fadu v mocninach intenzity
pole:

pE)=pV+EpW 4+ 2P 4 . (3.1.10)
Dosazenim do (3.1.9) dostavame ptedpis pro permanentni elektricky moment

(@) o = j 2Oy r &r (3.1.11)

a indukovany moment v ramci prvniho pfiblizeni poruchového poctu

(d)ing=E[ & PO 1. (3.1.12)

ko ok sk ok

V zéakladnim stavu atomu vodiku (l//l(g()) ~e " %) je nedeformovana nabojovéa hustota

2 i .
p(o)(r) = —e‘wl(gg sudou funkci r, takze permanentni elektricky moment atomu vodiku
je roven nule. (Permanentni elektricky dipélovy moment je roven nule i u vSech vice-
elektronovych atomi — disledek symetrie atomového hamiltonianu vzhledem k inverzi;
pouze excitované stavy atomu vodiku se svou ojedinélou ¢ -degeneraci jsou vyjimkou, jak
uvidime nize.)

skosk ok ok o3k
Vypoc¢téme nyni indukovany elektricky moment atomu vodiku v zakladnim stavu. V prvém

ptiblizeni poruchového poétu bude vinova funkce dana vyrazem (3.1.5), kde s pfesnosti
linearni v £ muzeme polozit normovaci faktor roven jedné:
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0) )
Y100 =¥i00 + €¥i00

(\ |100) YO (3.1.13)
i#100 E(O) E(O)

0)

00+€

kde E}O),y/i(o) jsou neporusené vodikové energie a vinové funkce a séitani probiha pies
vSechny vodikové stavy kromé zakladniho — véetné spojitého spektra. Pro jednoduchost
nebudeme pii indexovani rozliSovat mezi stavy s radialni funkci patfici k diskrétnimu
a spojitému spektru — v obou ptipadech je thlova ¢ast vinovych funkci popsana kulovymi
funkcemi s indexy ¢m. Nabojova hustota vystupujici v (3.1.12) je rovna:

P ) ——e{wloo (M)W00 (") + W00 (MW () (3.1.14)

adle (3.1.13) je

p(l)(r) =2 {V/(O)* Z M l//(O) +l//(0) M (//(0)* } (3.1.15)

100 100 >
0) ) "nlo (0) ) " nl0
El _En E1 _En

n#l n#l

kde jsme vzali v Gvahu, zZe z ~ Y, takze maticovy element v Citateli (3.1.15) je nenulovy
jen pro stavy ‘ n(m) s kvantovymi ¢isly £ m =10. Dosazenim do (3.1.12) pak nachazime, Ze

md (O 0 dmd) a

10z]100
dind=—2ezzwg=a5, (3.1.16)
v EY-EY

kde jsme definovali polarizovatelnost atomu a:

2
d.,=ak; oz——zezzM (3.1.17)
ind — > - st E§0) _E:l()) ’ o

Piipomenme, Ze energie E,go) jsou neporusené vodikové energie, jejichz diskrétni cast je
dana predpisem

2
e 1

B =L e,
adgn

ale v (3.1.17) se s¢ita i pies spojité spektrum.

k ok ok sk ok
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€ Odvozeny vyraz pro polarizovatelnost nevypada piili§ uzite¢né vzhledem k pii-
tomnosti nekone¢né sumy v (3.1.17). Ve skutecnosti ale miizeme velikost a snadno
odhadnout. Jelikoz pro vSechny excitované stavy, plati £, © El(o) ZEEO) -FE fo), tak

- [mo]zfio0)f €% (100[z| 10} (102 100)
— n#+
S BT B0

S¢itani na pravé strané ted’ miizeme rozsifit na vsechny stavy, nejen p-funkce, pro-
toze pridané maticové elementy budou rovny nule z diivodii symetrie, a nasledné
pouzijeme relaci uplnosti vodikovych funkci

a <2¢2| (100|2|1) (i|z|100) |/ 3¢ =164 (100]22[100), (3.1.18)
8 377
o

i

kde jsme dosadili E” — E* = (1 1/4). Stiedni hodnota (z° ) v zékladnim stavu

je vzhledem k symetrii rovna 1/3 strednl hodnoty < >1 v ktera je rovna! 3a;. Cel-
kem tedy

a<?a(3)z5,3a(3). (3.1.19)

Podobné mtizeme ziskat i dolni odhad: pro vSechny stavy je E, — E; > —E, tudiz

2
a:—zezszo‘z‘loo» Z\ n10|z|100)["
i EO - EO E(O) (3.1.20)

=—2¢7(100|2*[100)/ (- 2670) =4ay .

Takze 4 <a / a(3) <5,3. Piesna hodnota? ¢ini a=4,5 a S. Jednoduchy vypocet ukaze,
ze jiz zapocCteni prvnich dvou vazanych stavii s n = 2,3 v (3.1.17) dava asi 75% této
hodnoty. D

ko ok sk ok

0
4 ¢ 4 4!
1 Dle(VIL.1.27) je <r2> = —3.[e 2rlag rrdr= — 5= 3aé. (Tak jako v I. dile v citaci rovnice
100 ap (2/ag)

z jiné kapitoly oznacujeme ¢islo citované kapitoly fimskou ¢islici).
2 Dalgamo, A. J. — Lewis, T.: Proc. Roy. Soc (London) 1233 (1955), 70.
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Poruchovy pocet nam také dava vyraz pro posun energie zakladniho stavu. Dle (3.1.3) je

2
El:E1(0)+ezgzz‘<nlo‘z‘100>‘ '

(3.1.21)
S B0 £

Vsimnéme si, Ze posun energie neni dan skalarnim sou¢inem indukovaného momentu
s vnéjsim polem jako v ptipadé permanentniho momentu, ale

&
M] = —%afz = _J.dil’ld(g')dg"
0

Zména energie je rovna polarizacni praci pole pii budovani indukovaného momentu.
8.3.2 HELLMANNUV-FEYNMANUV TEOREM

Poruchovy pocet vychazel z ptedpokladu, ze v hamiltonidnu vystupuje parametr A méfici
velikost poruchy a ze energie i stacionarni stavy hamiltonianu jsou analytickymi funk-
cemi A, takZe je lze rozvést v mocninnou fadu kolem bodu A = 0; ten pak odpovida nepo-
ruSené uloze. Typickym piikladem je pohyb ve vnéj$im poli, které mizeme dle libosti
zeslabovat. Hamiltonian ale mize zaviset na parametru (¢i parametrech) i neporuchove,
typickym piikladem, jimz se budeme zabyvat v kap. 10, je zavislost molekulové vinové
funkce na polohach jader, ktera lze pii studiu pohybu elektrond povazovat s dobrou pies-
nosti za nehybna (Bornova-Oppenheimerova aproximace). V takovém pfipadé je vitané
jakékoliv pfesné tvrzeni o zavislosti energii ¢i vinovych funkci na parametru a takovym
tvrzenim je Hellmanniv-Feynmandv teorém!. Pfedpokladejme, Ze hamiltonian hladce zavi-
sejici na parametru A ma nedegenerovanou diskrétni hladinu rovnéz hladce zavislou na A.
Pak stacionarni Schrédingerovu rovnici

(Em - ﬁ(ﬂ))‘l//m> =0
derivujme dle A

OE, OH - |ow
— E,—H)—2)=0. 3.2.1
i m]wmm = H) m> (3:2.1)

Nasobime-li (3.2.1) skalarn¢ zleva bra vektorem (wm , druhy ¢len da nulu a dostavame
identitu, tvofici obsah Hellmannova-Feynmanova teorému:

1 Feynman, R.: Forces in Molecules. Phys. Rev. 56 (1939), 340-343. Hellmann, H.: Zur rolle der kinetischen
Elektronenenergie fur die zwischenatomaren Krdfte. Z. Phys. 85 (1933), 180—190. Hellmann — fyzik a vyni-
kajici chemik — je pomérné malo znam. V roce 1934 uprchl pred nacisty z Némecka, kde pfisel o misto, ale na
rozdil od mnoha svych kolegi neodesel do USA, ale do Ruska. Tam ho uz po ¢tyfech letech udal ambiciézni
kolega, Hellmann byl zatéen a zastielen jako $pion; bylo mu 35 let.
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IE,, (1)

8H(/1) |
oA

= (WD =W (D). (3.2.2)

Zména hladiny E,, (1) je tedy dana stfedni hodnotou explicitni zmény hamiltonidnu a na
zméng¢ vlastni funkce nezavisi. Zdtraznéme, ze vinova funkce vystupujici v (3.2.2) je pres-
né feSeni Schrodingerovy rovnice. Hladka zavislost vinovych funkci na 4 je podstatna,
a proto ptipad degenerované energie, kdy vlastni funkce nejsou jednozna¢né dany, vyzaduje
modifikovany postup.!

Ma-li hamiltonian dalsi body diskrétniho spektra, pak pro k = m nasobeni (3.2.1) vlast-
nim vektorem <l//k ‘ dava

, i
(E, —Ek><wk a‘”ﬂ> (7 \%\wm% (3.23)

tzv. nediagonalni Hellmanniv-Feynmantv teorém:
< Vi

Nediagonalni teorém (3.2.4) udava explicitni vyrazy pro rychlost nataceni vlastniho stavu
‘ 788 (/1)> do sméru ostatnich vlastnich vektorti, a ma proto zna¢ny vyznam pro kritérium adia-
batické aproximace u hamiltoniand pomalu se ménicich v Case. S tim se setkame v kap. 10 § 6
u neadiabatickych oprav v Bornové-Oppenheimerové aproximaci. Je také uizce spojen se sta-
ciondrnim poruchovym poc¢tem, odvod’'me napf. poruchovy vyraz pro vlnovou funkciy,, (1)
v prvnim pfiblizeni v A. Zaved'me normovani vlnové funkce ,,, (1) vztahem

W\ _ 1 o1
) >_EmEk (wi| 0 W) m=k. (3.2.4)

ko ok sk ok

< O y,.( /1)>71 (3.2.5)

S ptesnosti linearni v A mtizeme vlnovou funkci y,, (4) napsat jako Tayloriv rozvoj kolem
boduA=0

d
V(D) =yl + A

. (3.2.6)

A=0

Vzhledem k normovani (3.2.5) ma (3.2.6) podobu

V)= w(°)>+ﬂk;1{w£°)><w;ﬁ°) dffﬂ

1 Vatsya, S. R.: Phys. Rev. B 69 (2004), 037102.
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a s linearni pfesnosti v A mtizeme v poslednim ¢lenu zaménit ’/’l(cO) — Wy

W) = V,(o>>+zz{ <0>>< ”;V’/{n» _ (3.2.7)
A=0

Dosazenim (3.2.4) do (3.2.7) a s pfihlédnutim k poruchové struktufe hamiltonianu
H=H"Y + AW dostavame

(0) Wim (0)
W, () =y +/12 0 g0 — ", (3.2.8)

¢ili ptiblizeni prvniho fadu stacionarniho poruchového poctu, viz (3.1.5). Fakticky Ize opa-
kovanym pouzitim Hellmannova-Feynmanova teorému odvodit poruchovy pocet v libo-
volném fadu.!

k ok ok sk ok

I Hellmanntiv-Feynmantiv teorém (3.2.2) ma tésnou souvislost s poruchovym poctem:
odpovida tomu, Ze oprava energie prvniho fadu je stfedni hodnotou poruchy po neporu-
Seném stavu, viz vyraz (3.1.2). Jesté¢ vyznamnéjsi je jeho vztah k varia¢nimu principu.
Ten uvidime nejlépe z alternativniho odvozeni (3.2.2). Hledame pfirastek stfedni hodnoty
hamiltonianu (energie) pii zméné 4 — A +dA. V linearnim pfiblizeni tento prirustek d(l:l )
mizeme rozloZit na dva piispévky (stiedni hodnoty maji viznam (X) = (w | X |w) / (w | w)):

d(H)y = 6<1%> +(dH)
(3.2.9)
d-- ~dA, Sy, = ﬂz//md/l

Prvni piispévek svym oznacenim piipomind, ze jde o variaci vyvolanou malou zménou
vinové funkce pii fixnim hamiltonianu, tak, jako jsme toho pouzili v § 2.1. Variace vlnové
funkce ma ovsem specificky tvar, to vSak nic neméni na tom, ze cely tento Clen je pii stfe-
dovani po vlastni funkci hamiltonianu roven nule, jak vyzaduje varia¢ni princip. Dostavame
tak d(H) =(dH), coz je ovSem po zkraceni dA shodné s (3.2.2). Je tu v§ak zasadni rozdil. Jak
jsme upozornili vyse, pivodni odvozeni Hellmannova-Feynmanova teorému vyzaduje, aby
sttedovani bylo provadéno po piesném vlastnim stavu. Z odvozeni vychazejiciho z (3.2.9) je
patrné, Ze rozhodujici vlastnosti pro platnost (3.2.2) je stacionarita stavuy/, vyjadiend vymi-
zenim variace 0 H ). To znamena, ze teorém plati i pro aproximativni vlastni stavy zavislé
na parametru A, pokud jsou zaloZzeny na variacni podmince nad tfidou testovacich stavii na
parametru A nezavislou. Tim se ov§em prakticka vyuzitelnost teorému rozsifuje z idealizo-
vanych teoretickych tvah i do oblasti pfibliznych teorii a vypocetni fyziky.

k ok ok sk ok

1 Epstein, S. T.: Am. J. Phys. 22 (1954), 613. Singh, S. B. — Singh, C. A.: Am. J. Phys. 57 (1989), 894.
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Zdanlive jednoduchy teorém (3.2.2) nasel mnohocetna pouziti. Jak Hellmann, tak Feynman
sméfovali predevsim k tzv. elektrostatickému teorému pro sily plsobici na jadra v mole-
kulach, jak vidime i z nazvu jejich praci. My jsme ptedvedli jeho vyuziti pro odvozeni
zékladni termodynamické identity (1.9.7.24).

Zde jako ucinnou aplikaci Hellmannova-Feynmanova teorému odvodime fundamental-
ni vysledek pasové teorie krystalii, podle néhoz je rychlost elektronti v n-tém pasu energii
E, (k) déna vyrazem

_ 1 OE, (k)

= 3.2.10
n Ok ( )

Uy

Vysledek lze dostat prakticky okamzité pouzitim Hellmannova-Feynmanova teorému na
kp-rovnici, kterou jsme uvedli v kap. 5, § 3, viz (V.3.27):

ﬁz h R h2k2
{2m+V(")+mkP}“nk(")Zgn(k)unk(r); en(k)=Ep—— — (3.2.1D)
Dle (3.2.2) je
e, (k) h.
= (ke ~p -} (3.2.12)

Jelikoz dle Blochova teorému (V.3.24) je feSeni Schrodingerovy rovnice tvaru
Tk )
‘//nk(r):el runk(r).]e

102,(k) _ 1 9E, (k)

unk>:hk/m+h T e R CRE)

<l//nk‘£“//nk>: hk/m +<unk %

Rychlost elektronit v krystalu je dana gradientem energie v k-prostoru.

8.3.3 DEGENEROVANA A KVAZIDEGENEROVANA HLADINA.
STARKUV JEV. JEMNA STRUKTURA HLADIN ATOMU VODIiKU

Nyni si v§Simneme piipadu, kdy bazi prostoru H, tvoii s funkci

R AR (33.1)

pfislusejicich k hladinam
0) (0 0
EO ED, L EY, (3.3.2)
které mohou byt bud’ v§echny stejné (ptipad s-nasobné degenerované hladiny) nebo jsou

poruchového poctu ma Schrédingerova rovnice (2.3.9) tvar:
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HD+2W )c,=Ec, (3.3.3)

cili
0
E _E+}“VVII AVVU }J/Vls q
0
AW, E —E+ 2, AW, |, 334
0
AW, W, EO—E+aw, |\Cs
kde
W, < 0)‘W‘ (°)> (3.3.5)

Soustava linearnich homogennich rovnic (3.3.4) pfedstavuje standardni ulohu hledani vlast-
nich ¢isel a vlastnich vektor hermitovské matice Hgg) + AW, ,. Podminkou netrividlniho
feseni je, aby determinant matice soustavy byl roven nule

det(HL) = E1,q + AW, ) =0, (3.3.6)
Rovnice (3.3.6) predstavuje algebraickou rovnici s-tého stupné v proménné E, kterd ma
obecné s- riznych kotent £, E,,..., E. Dosadime-li tyto energie zpét do soustavy (3.3.4),

nalezneme obecné s vlastnich vektoru c(a), i=1,..,s; a=1,..,s; pridame-li jest¢ normovaci
podminku:

S
Sl PP =1, a=1,..,s, (3.3.7)

definuji tyto vektory obecné s normovanych vinovych funkei

[

(a) z (0)’ a=1,..s (33.8)

predstavujicich opravené vinové funkce v nejniz§im fadu poruchového poctu. Ve své pod-
staté znamena feseni Glohy (3.3.4) nalezeni takovych kombinaci piivodnich neporusenych
funkci y/(o),y/go), éO)’ které diagonalizuji matici H(O) + AW, nebot’

aa’

< (@) ‘ Jat)

(ﬁ)> Z c(“)*< (0)‘(H(0) n ZW)‘W(0)> vy
b=l (3.3.9)

S
= EﬁZCl(a)*cl(ﬁ) = Eﬁ5aﬁ,
i=1
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kde jsme dosadili z (3.3.3) a vyuzili faktu, ze vlastni vektory hermitovské matice jsou auto-
maticky kolmé (je-li £, = E ﬁ) anebo je Ize kolmé volit (je-li E, = E ﬂ). V ptipad¢ dege-
nerované hladiny neporuseny hamiltonian jiz diagonalni je, takze v uvazované aproximaci
spociva feseni poruchového poctu v diagonalizaci matice poruchy a porusené energie se
pak objevi na diagonale. Mluvime o sejmuti degenerace poruchou — divodem je obvykle
niz§i symetrie poruchy nez je symetrie neporusené¢ho hamiltonianu. Pfipomenme kap. 5, § 7
kde se tento problém fesil v ramci teorie grup.

sk ok ok sk ok

Jedna-li se o dvojnasobné degenerovanou hladinu, mizeme nalézt opravené energie
a vlnové funkce v uzavieném tvaru (pro jednoduchost nevypisujeme explicitné parametr A,
tj. AW > W).

Sekularni rovnice (3.3.6) ma tvar

[Wu —AE W,
det
W2 Wy —

i AE]:O, AE=E-E© (3.3.10)

a vede na kvadratickou rovnici, jejimiz kofeny jsou posuny energii:

_ 2
ot U W[ (3.3.11)
AE, > 4 12

+

o
Oznacime-li slozky piislusnych vlastnich vektort jako { ! } nachazime:
¢
2

Wy, —W. Wy —W,,)?
ik 22¢J( u= 2)" 4\, [P | 4wy et =0, (33.12)

(ch 2 4
22 = . (3.3.13)

Oznacime-li jako v, a v, neporusené vinové funkce patfici k dané dvakrat degenerované
hlading, pak opravené vinové funkce jsou

¥, =q {wl +(°’2J V/z}, (3.3.14)
Cl +
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kde koeficient ¢, je tfeba urc¢it z normovani vlnové funkce (3.3.14). Vyrazy se zjednodusi
napt. v piipadé W), =W,, = A, W,, =W,, = B> 0. Pak dostdvame

)
[Cll -+ (3.3.15)

a normované opravené vlnové funkce jsou:

v =L(y/1+l//2) pro energiiE+=E(o)+A+B (3.3.16)

G

v =L(l//1—l//2) pro energii E_ = E®” + 4-B (3.3.17)

T2
k ok ok sk ok

Jednoduchou ilustraci vylozené teorie je zapocteni vlivu elektrického pole na excitovanou
hladinu atomu vodiku E,, ktera je n? -ndsobn¢ degenerovana. Napi. pro n = 2 je matice
poruchy fadu 4 x 4. Pfipomeiime, Ze vodikové vlnové funkce 5, maji paritu danou kvan-
tovym ¢islem / a ze porucha W=ezE je lichou funkei soufadnice. Nenulové tak mohou byt
pouze maticové elementy poruchy mezi funkei v, (kterd je sudé) a funkcemi v/, %5 4,
(které jsou liché). Z vlastnosti kulovych funkci kone¢né vyplyva, ze z téchto tii moznosti
pouze jediny maticovy element — a sice (200‘ w ‘ 210> — je skute¢né nenulovy; dosazenim za
kulové funkce (IV.4.3, IV.4.4) a za radialni vodikové funkce (IV.6.1.28) nachazime:

(200w |210) = (200| ez€|210)

_agel
43

=-3eqy€ .

jp“(l—ﬁ)e‘f’dp x v3 [[cos® 9sin 9dgdp  (33.18)
2 4

Odpovidajici sekularni rovnice tak je

E~E -3eayé 0 0
“3eapt EV-E 0 0
det . =0, (3.3.19)
0 o EY-E o0
0 0 o EV-E
odkud
Ey, =ES" +3eay&; E;4=ES" . (3.3.20)
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Dv¢ hladiny se polem nezméni, zbyvajici dvé se rozstépi a rozstépeni je piimo imeérné
intenzité elektrického pole — na rozdil od zakladniho stavu, jehoz energie v konstantnim
elektrickém poli zavisi na intenzité pole kvadraticky.

Existence tzv. linearniho Starkova jevu je dana specifickou situaci v atomu vodiku,
v némz je v dusledku ¢ — degenerace mozno sestrojit (pro excitované hladiny) stavy, které
nemaji paritu. V daném ptipad¢ to jsou vinové funkce:

1
W5 == Wago FWaro): (3.3.21)
12 775 200 T 210
jejichZ asymetricka hustota naboje generuje permanentni elektricky momentd .., = £3ea,,

mifici podél osy z. (Podobné Ize z funkci w5 a ¥4 sestrojit stavy generujici dipolovy
moment podél osy x a y, jejich energie ve vnéjsim elektrickém poli mificim podél osy z je
ale nulova.)

€ Analogické vlastnosti ma dipolovy elektricky moment vodikového atomu v kla-
sické mechanice, uvazime-li ze kvantovémechanickym stfednim hodnotam odpovi-
daji ¢asové stredni hodnoty klasickych veli¢in. Zatimco v zakladnim stavu (kruhova
orbita) je ¢asova stfedni hodnota dipdlového momentu rovna nule, u eliptickych
drah (jak plyne z konstantni plosné rychlosti) mifi casova stfedni hodnota dipdlo-
vého momentu podél hlavni osy elipsy; jakmile porusime coulombicky charakter
potencialu (tj. nejde-li o vodik) dojde ke staceni trajektorie a ¢asova stfedni hodnota
elektrického momentu je opét nulova. D

ko ok sk ok

Poruchou nemusi byt pouze vnéjsi pole (které mizeme dle libosti zmenSovat), ale i ¢asti
hamiltonianu popisujici vnitini interakce, na jejichz velikost sice vliv nemame, ale jsou
malé vzhledem k dominujici interakci. Takovym pfipadem jsou napt. relativistické efekty
v atomech, srovname-li je s dominantni coulombickou interakci elektronti s jadrem nebo
s elektrostatickou interakci elektronti navzajem. V pfipad¢ atomu vodiku lze relativistické
efekty s piesnosti (v/ ¢)* zapoditat exaktng!.

Z Diracovy relativistické pohybové rovnice pro elektron plynou pro £ = 0 dvé relativi-
stické korekce: hmotnostni a spinorbitalni (viz (VI1.4.16) a (VI1.4.24))

R 1 ~4 . 2 1 -~ =«
ghm_ 2 13’ ca A% = 62 s L8 (3.3.22)
8m;c 2my c”r

Uvazujme nejprve vliv hmotnostni korekce. I kdyz je energie pro n # 1 degenerovana, ope-
rator p* komutuje s I’i L, takze matice poruchy je diagonalni v kvantovych &islech ¢, m.

1V piipadé atomu vodiku lze ovSem relativisticky pohyb elektronu v atomu vodiku fesit exaktné prostrednic-
tvim Diracovy rovnice.
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Nemusime proto fesit sekularni rovnici fadu n*xn* a mizeme pouzit vzorec pro nedege-
nerovany poruchovy pocet

hm 1 1
R

e

<l//nfm‘i’4“//n£m >’ (3.3.23)

kde y,,,,,(r) je vodikova funkce prislusejici energii £, =—1/n* Ry. S pouzitim Schrodin-
gerovy rovnice dosad'me

2
A2 e
PVim = 2m, [En + FJ Ynim-
Takze

2 14
aptmo U g2 op (0N e | (3.3.24)
n n
nl 2 2
2mec "o \NTT

Stfedni hodnoty vS§ech mocnin 1/ r 1ze pro vodikovy atom spocitat v analytickém tvaru (viz
kap. 4, § 6.1):

1 /1 1 e
20 0 \2 T I T T
n ao r (€+1/2)n ad m,e agn

Dosazenim

(3.3.25)

Nyni uvazujme spin-orbitalni interakci H%. Jak jiz vime, matice poruchy neni diagonalni
vzhledem k vinovym funkcim| nlm)|smy ), jelikoz H*° nekomutuje s priméty L_ a S, a inte-
gralem pohybu je celkovy moment hybnosti J = L+ §. Pfejdeme-li od vektonfl‘ n(m)‘ sms>
k vektortim ‘nés Jm; >, které jsou vlastnimi vektory J?a jz, bude matice poruchy diagonal-

ni.! Korekee k energii jsou pak dany diagonalnimi elementy matice poruchy:

1 Jak plyne snadno z relace <£sjmj‘[Hso,J}
resp. j= j’.

Ksjm}>:O a <Zsjmj‘[ﬂso,jﬂ‘[sj'mﬁzo pro mj = m
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