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Predmluva

V matematice devatenactého stoleti probihal proces aritmetizace ana-
Iyzy, ve kterém se geometrické nahledy diferencialniho a integralniho
poc¢tu zacaly zaklddat analyticky na aritmetice redlnych a komplex-
nich ¢isel. Dedekindova' teorie fezti odvodila aritmetiku redlnych ¢isel
z aritmetiky prirozenych a raciondlnich ¢isel a tim vyvstala otédzka po
zalozeni c¢isel prirozenych. Koncem devatenactého stoleti se ji zabyva
Gottlob Frege (1848-1925) v Zdkladech aritmetiky [33] a Edmund Hus-
serl (1859-1938) ve Filosofii aritmetiky [45]. Ale tyto pokusy o zalozeni
aritmetiky nejsou uplné presvédcivé. Frege [34] ve své recenzi Filosofie
aritmetiky vytyka Husserlovi, ze zkouma pojem ¢isla psychologickym
zplusobem, ve kterém se smazava rozdil mezi subjektivnim a objektiv-
nim. V Zdkladech aritmetiky definuje Frege prirozena cisla na zakladé
pojmu stejnépocetnosti. Jak ale upozornuje Dale Jacquette v predmluvé
k anglickému prekladu Zdkladi aritmetiky [32], pojem stejnépocetnosti
je zaloZzen na pojmu vzajemné jednoznac¢ného prirazeni, ktery jiz pojem
jednotky predpoklada. Ten je ukryt v terminu ,,jednoznacny*“ a stejné
tak v némeckém , beiderseits eindeutigen Zuordnung® i v anglickém
,one-to-one correspondence”. Neni tu tedy bludny kruh, kdy to, co se
definuje, se uz predpoklada? Na problém se zalozenim prirozenych cisel
poukazuje Michal Ajvaz ve stati Cislo a jsoucno:

Pokusy o definici ¢isla ztroskotavaji na tom, ze se pokazdé
ukaze, ze definiens v sobé obsahuje prvky definienda. Je
mozné Tici, co je ¢islo, a vyhnout se pritom definici v kruhu?
Jisté to neni mozné v ramci matematiky, ale neni to zfejmé
mozné ani prostrednictvim néjakého tstupu do ,,priroze-

'Richard Dedekind (1831-1916)
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ného svéta“ — i usporadani prirozeného svéta je proniknuto
Cisly a vztahy (Ajvaz [2, str. 261]).

Vysvétleni kruhem jsou v matematice a v logice povazovana za ne-
pripustna. Naproti tomu v humanitnich védach je na nich zalozena
hermeneutickd metoda vykladu. V klasické filologii se jednd zejména
o vyklad texti Pisma nebo klasické fecké literatury. Martin Heidegger
(1889-1976) hermeneutickou metodu rozsifuje a zobecnuje na jakykoliv
vyklad.

Kazdy vyklad, ktery mé zjednat porozuméni, musi jiz vy-
kladanému rozumét. Tento fakt ani drive neunikal pozor-
nosti, i kdyz jen v oblasti odvozenych zplisobti rozuméni
a vykladu, ve filologické interpretaci. ...

Ale vidét v tomto kruhu néco bludného a ohlizet se po zpt-
sobech, jak se mu vyhnout, ba i jen ,, pocitovat® jej jako ne-
vyhnutelnou nedokonalost, znamena zasadné rozumeéni ne-
rozumét (Heidegger [39, str. 180]).

K prirozenym ¢islim se dostavame skrze pocitani. Pocitame jablka
v kosiku nebo ovce ve stadé. To predpoklada, ze pocitané véci pova-
zujeme za nedélitelné rozlisitelné jednotky stejného druhu. Jejich
nedélitelnost mize byt ddna prirozenosti jejich vymezeni (jablko lze
rozdélit, ale potom uz to neni jablko). Jejich rozlisitelnost muze byt
déna jejich umisténim v prostoru.

Procesu pocitani je blizce pribuzny proces méreni — méreni vzdale-
nosti, ¢asového intervalu nebo vazeni. Také zde potfebujeme jednotky,
ty jsou vSak délitelné a arbitrarné stanovitelné. Méreny udaj vy-
jadfujeme desetinnym nebo raciondlnim ¢islem. Ptirozend a (kladnd)
racionalni ¢isla tak maji izkou vazbu na nas pobyt ve svété.

Jinak je to s ¢isly zdpornymi, iraciondlnimi, imagindrnimi a kom-
plexnimi. Ta vznikaji spiSe z vnitinich potfeb matematiky, ¢asto proti
vili a odporu samotnych matematikl. Jiz jejich nazvy svédéi o vyhra-
déach a pochybnostech, které s nimi byly a jsou spojeny. Jejich ontolo-
gicky status je nejasny, zpochybnuje se samotna jejich existence. Presto
i ona si nachazeji interpretaci a pouziti, poméhaji nam orientovat se
v prirozeném svété a umoznuji ndm formulovat teorie, kterymi si svét
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vykladame. Nejmarkantnéjsi je to u kvantové mechaniky, kterd s feno-
menalni presnosti postihuje jevy mikrosvéta a ktera bez komplexnich
¢isel neni viibec myslitelna.

To, ze ¢isla zapornd, iracionalni a komplexni povazujeme za cisla,
je metafora. Ona se totiz jako ¢isla chovaji. Mtizeme je sc¢itat, nasobit
a nckdy i umocnovat a srovnavat.

Kdyz vidim ptaka, ktery chodi jako kachna, plave jako kachna
a kachd jako kachna, fkdm tomu ptdkovi kachna? (James
Whitcomb Riley (1849-1916) [75]).

Metaforicky pristup k novym skutec¢nostem a pojmiim neni nic vyji-
mecného. Metafory prostupuji cely nas zivot, nelze bez nich viibec mlu-
vit ani jednat. Metaforicky se utvareji i pojmy, skrze které rozumime
svétu. Tento ndhled nabizeji Lakoff a Johnson [58], Lakoff a Nunez [59]
i Zdenék Neubauer (1942-2016), kdyz komentuje dilo Paula Ricoeura
(1913-2005) [74].

Ricoeur ukazuje, Ze nejen basnické obrazy, nybrz i vsechny
védecké modely a teorie, at se tvari jakkoliv objektivné a de-
finitivné, jsou vlastné velkymi metaforami — zpusoby mluvy
pomoci predstav a pojmu vzatych z jiné, znamé zkusenosti
(srv. , planetarni model atomu* ¢i, oblak elektronu®); vSim-
néme si ostatné metaforicnosti i tak odbornych termini jako
,hladina cukru v krvi, | kolisani cen“ atp. To ovSem nezna-
mend, ze by tyto védecké popisy svéta nebyly pravdivé, ze
by to byly ,, pouhé metafory*: vzdyt jde o faktické poznatky
par excellence. Jejich metaforickda povaha naopak ukazuje,
ze sama pravda spociva v metafore, ze byti samo je metafo-
rické (Neubauer [68, str. 158]).

Otéazkam zalozeni ¢isel jsme se vénovali v seminaii Fenomenologie
matematiky, ktery probihal v CTS? v letech 2017-2019. Zabyvali jsme
se zalozenim ¢isel u Fregeho [33] a Husserla [45], zkoumali jsme roli, kte-
rou hraji ¢isla v modernich fyzikalnich teoriich. Jednim z plodii tohoto

2When I see a bird that walks like a duck and swims like a duck and quacks like
a duck, I call that bird a duck.

3Centrum pro teoretickd studia, spole¢né pracovisté Univerzity Karlovy v Praze
a Akademie véd Ceské republiky.
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seminare je predkladana kniha, jejiz témata byla na seminari refero-
vana. Dékujeme vSem tucastniktim seminare, kteri do této diskuze pri-
spéli, pripadné predbézné verze knihy procitali a komentovali. Nas dik
patif jmenovité Michalu Ajvazovi, Ivanu M. Havlovi, Stépanu Holubovi,
Ivanu Chvatikovi, Pavlu Koubovi, Pavlu Krtousovi, Janu Makovskému,
Alexandru Matouskovi a Katetiné Trlifajové.

Moderni pojem ¢isla je neoddélitelné spojen se vznikem a vyvojem
formalntho matematického jazyka a matematizované fyziky. V pred-
kladané knize tento vyvoj sledujeme a vykladame. Nepredpoklddame
zadné specialni matematické znalosti, vSechny pojmy motivujeme a vy-
svétlujeme. Pritom postupné uvadime a pouzivame matematicky sym-
bolismus — od nejjednodussi algebraické symboliky k pomérné slozi-
tému jazyku predikatového poctu. Tomu se dost dobie nelze vyhnout.
Jak pise Jacob Klein (1899-1978) ve své pronikavé studii Recké ma-
tematické mysleni a vznik algebry [52], matematicky formalismus je
podstatou modernich fyzikalnich teorii.

Vytvoreni formalniho matematického jazyka mélo rozho-
dujici vyznam pro konstituci moderni matematické fyziky.
Pokud je matematicka prezentace povazovana za pouhy na-
stroj, kterému je davana prednost, protoze nahledy prirodni
védy lze pomoci ,,symboli“ vyjadrit nejjednodussim a nej-
presnéjsSim zpltsobem, pak se vyznamu symbolismu nero-
zumi. Je sice pravda, ze v sedmnactém a osmnactém stoleti
bylo stale jesté mozné popsat a sdélit objevy o ,, priroze-
nych® vztazich fyzikalnich objekti bez matematickych ter-
mint. Presto jiz tehdy — nebo spise pravé tehdy — to byla
matematickd forma, mos geometricus, na niz se zakladala
spolehlivost a vérohodnost tohoto popisu. Po trech stole-
tich intenzivniho vyvoje se ale jiz stalo nemoznym obsah
matematické fyziky oddeélit od jeji formy. To, Ze jsou stale
v mbédé elementarni prezentace fyzikalnich véd, které jsou
do jisté miry nematematické, pti svém odvozovani zaklad-
nich pojmu se zdaji byt prosté vsech predpokladi a spo-
léhaji se spise na primou ,,intuici“, by nas nemeélo klamat
zastiranim faktu, Ze je nemozné, a bylo vzdy nemozné po-
chopit vyznam fyziky bez jeji matematické formy. Z toho
pak prameni neprekonatelné obtize, do kterych se zaplétaji
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diskuze modernich fyzikalnich teorii, pokud se fyzikové ci
nefyzikové pokousi obejit bez matematického aparatu a pre-
zentovat vysledky fyzikalniho vyzkumu v popularni formé
(Klein [52, str. 16]).

V tomto duchu jsme se neomezovali na postupné zavadéni samot-
nych ¢isel, ale zaroven jsme poukazovali na alespon jejich elementarni
pouziti jak v matematice, tak i v ,, redlnych” situacich fyzikalniho razu.
Vyuzivame proto i nezbytnych zdkladnich prostredki infinitesimélnich,
které jsou rovnéz vsechny zavedeny v ramci textu. Ten je tak v principu
sobéstacny. Je samoziejmé, ze predbézna obeznamenost s matematic-
kym formalismem bude napomocna plynulému sledovani textu, neni
vsak podminkou jeho uchopeni. Doufame, Ze nase pojeti si najde své
¢tenafe mezi zaplavou knih popularizujich matematiku i fyziku bez po-
uziti jediného vzorce na jedné strané a literaturou vyhranéné odbornou
na strané druhé. Oporou nam byla vzpominka na mimoradné tspésné
serie knizek Cesta k vedéni, vydavanych kdysi Jednotou ceskych ma-
tematikti a fysikt a pozdéji v trochu jiném formatu nakladatelstvim
Academia. Prejeme ¢tenari radost pri postupném pronikani do celé pro-
blematiky pojmu ¢isla a pozitek ze sledovani jejtho podrobného utvareni
a jednoduchych, ale pou¢nych aplikaci.

Praha, kvéten 2020
Petr Kiurka
Bedrich Velicky






Kapitola 1
Prirozena cisla

Pokusme se o porozumeéni aritmetice prirozenych ¢isel v hermeneutic-
kém kruhu. Voditkem nam pritom bude historie ¢isel pojednana v knize
Georgese Ifraha (1947-2019) The Universal History of Numbers [47]
a Husserlova fenomenologie.

1.1 Zakladni ¢isla

Zakladni (kardinalni) &isla dvé, t¥i, ¢ty¥i atd.! vyvstavaji jako po-
¢ty predmétt v prehlédnutelnych ostie vymezenych souborech. Obecny
pojem predmétu vypracovava Edmund Husserl [46] v Idejich k cisté
fenomenologii a fenomenologické filosofii. Pfedmét je jsoucno, véc Ci
objekt, na ktery mize byt zaméfena nase pozornost (intence) a ktery si
v Case podrzuje svou identitu. Mize to byt fyzické jsoucno jako urcity
strom nebo destnik, ale také uréita véta, urcité meésto, jizdni rad nebo
parlament.

Predméty kategorizujeme pomoci riizné obecnych pojmi, které vy-
tvareji stromovou strukturu. Napriklad nas ,, Alik“ se zarazuje pod po-
jmy ., pes — Selma — savec — obratlovec“. Rozsah pojmu je neostie
vymezeny soubor, ktery tvori vSsechny predméty, které se pod dany
pojem zarazuji. PTi zarazovani predmétt pod pojmy srovnavame dany
predmét s typickymi predstaviteli pojmi. Ridime se piitom uréitymi
rozliSovacimi znaky, i kdyz moznd jen nevédomeé. Pokud se ale chceme

IKe statusu ¢isla jedna viz konec odstavce 1.2.

15



16 KAPITOLA 1. PRIROZENA CISLA

ujistit, ze urcita houba neni muchomtrka zelena, zkoumame jeji rozli-
Sovaci znaky zvlast peclive.

Pochopeni svéta, ktery nés obklopuje, skrze predméty a pojmy je
kulturné podminéné. Riizné kultury rozvrhuji predméty a vytvareji
pojmy riznym, i kdyZ ne uplné libovolnym zptisobem. Jména barev
v riiznych jazycich nejsou na sebe vzdy presné prelozitelna, barevné
spektrum se v kazdém jazyce rozklada specifickym zptisobem. Piirodni
narody maji podrobnéjsi strukturu pojmi pro rostliny a zivocichy, pri-
morské narody rozlisuji podrobnéji typy lodi a plachet. Pojmy se také
vyviji a méni, napriklad kdyz se vyskytne novy, obtizné zaraditelny
predmét nebo kdyz se zméni teorie, kterymi svét popisujeme a vykla-
dame. Klasifikace druhti rostlin a zivocichti se naptiklad méni, kdyz se
analyzuje jejich genom a zjistuji se dosud netusené pribuznosti nebo
naopak odliSnosti.

7 predméti vytvarime ostre vymezené soubory aktem koligace — shr-
nutim urcitych predmét do celku (Husserl [45]). Ostfe vymezené sou-
bory budeme nazyvat mnoziny. Predméty mnoziny mohou byt dany
svymi vlastnostmi nebo vztahy k jinym predméttm (napf. jablka v ko-
siku, knihy na mém stole nebo hesla urcitého slovniku) nebo vyctem
(napt. néjaky pocit a néjaky andél a Mésic a Italie — tento priklad
uvadi Husserl [45] aby zdiraznil, Ze mnoZiny mohou byt tvofeny z libo-
volnych, spolu nesouvisejicich predmétin). Vymezeni mnoziny vsak musi
byt ostré. Musi byt jasné, co do mnoziny patii a co nikoliv, a jeji rozsah
musi byt ohraniceny, tj. konecny. Mnozina pfedmeétii je také predmeé-
tem, takze muzeme vytvaret mnoziny mnozin a to lze neomezené
iterovat.

Mala zakladni c¢isla jsou pocty prvkitt mnozin, které dokazeme
urcit prostym prehlédnutim. Zda se, ze tato hranice je u ctyr (Ifrah [47,
str. 6]). Dokazeme pirimo rozlisit ¢tvetici od pétice, ale pétici od Sestice
cich. Rekneme dva, tii nebo &tyfi predméty ale pét, Sest nebo mnoho
predmétii. Z pocti predméti v prehlédnutelnych mnozinach abstra-
hujeme zakladni ¢isla dvé, t¥i, ¢tyri. Abstrahujeme od toho, z jakych
predmeétit jsou mnoziny slozeny, vSimame si jen toho, co maji rizné
triprvkové mnoziny spole¢ného a ¢im se lisi od dvouprvkovych nebo
c¢tyrprvkovych mnozin. Na nesamoziejmost této abstrakce poukazuje
Alfred North Whitehead (1861-1947):
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Cislo ,, pét* pouzivaime na ur¢ité skupiny riiznjch entit —
pét ryb, pét déti, pét jablek, pét dni. Takze kdyz uvazu-
jeme o vztahu cisla , pét* k cislu ,t¥i“, uvazujeme o dvou
skupinach véci, jedné s péti Cleny a jiné s tfemi cleny. Ale
zcela abstrahujeme od tivah o povaze entit, které vytvareji
kazdou z téchto skupin. Pfemyslime pouze o téch vztazich,
které jsou naprosto nezavislé na podstatach prvka obou sku-
pin. To je velmi pozoruhodny vykon abstrakce; a muselo tr-
vat celé veky, nez k této abstrakci lidstvo dospélo. Béhem
dlouhych véktt mohly byt skupiny ryb navzajem srovnavany
podle velikosti a rovnéz tak skupiny dni. Ale prvni clovek,
ktery si vsiml analogie mezi skupinou sedmi ryb a skupinou
sedmi dnti, uc¢inil pozoruhodny pokrok v historii mysleni.
Byl to prvni ¢lovék, ktery uvazoval o pojmu ¢isté matema-
tiky (Whitehead [98, str.25]).

Prechod od poé¢itani predméti k pojmu éisla (arithmos) analyzuje
Jacob Klein v kontextu Platénovy? filosofie. Rozlisuje pocitani (coun-
ting, anzahlen — urcovani poc¢ti) od vypoctu (calculation, rechnen —
s¢itani, od¢itani, ndsobeni).

Nez budeme pokracovat, musime se pokusit porozumeét tomu,
jak lze dospét od prirozeného jevu pocitani k pojmu ,,Cis-
tého" poctu, ktery je v protikladu k poctu viditelnému nebo
hmatatelnému. Budeme se pritom opirat o Platénovy na-
znaky. Kazdodenni praxe pocitani a vypocti nas postupné
vede k oné duvérné obeznamenosti s ¢isly a s jejich vztahy,
kterou Platén nazyva aritmetické a logistické uméni (techné)
a kterd nam umoznuje pocitani v konkrétnich situacich. Zde
se ovSsem vynoruje otazka, ¢eho to jsou pocty, které mame
k dispozici diiv, nez vubec zacneme pocitat, a které jsou
ziejmeé nezavislé na konkrétnich pocitanych predmétech. Po-
lozit tuto otazku znamend nastolit problém ., védecké* arit-
metiky a logistiky. V tomto kontextu se jiz nezabyvame po-
ttebami kazdodenniho zivota, totiz pocitanim pomijivych
predmétii, které muze davat proménlivé vysledky. Spise se

2Platén (427-347 pred Kristem)
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snazime porozumét vitbec moznosti pocitani. Snazime se
porozumeét tomu, ze se zde jedna o védéni, a ze zde proto
musi byt odpovidajici jsoucno, jehoz stalost a nepromén-
livost teprve umoznuje, ze muze byt poznano. Ale jestlize
se nase duse odvrati od véci bézného zivota, pak tato zména
pohledu (periagogé) a obrat (metastrofé) vede k dalsim otaz-
kam po povaze téch predméti aritmetiky a logistiky, které
jsou poznatelné, protoze jsou jiz znamy predem. Hledaji se
zde predmeéty, které maji ¢isté poznatelnou povahu a které
maji vSechny charakteristiky pocitatelného. Tyto pozadavky
jsou splnény ¢istymi jednotkami, které nejsou smyslové, jsou
pristupné porozuméni, navzajem rozlisitelné a odolavaji dé-
leni. , Védecka™ aritmetika a logistika pracuje s pocty cistych
mondd (Klein [52, str. 63]).

Odrazem této filosofie jsou definice na zacatku sedmé knihy Fuklei-
dovych? Zdkladi:

1. Jednotka je to, podle ¢eho se kazda ze jsoucich véci nazyva jedno.

2. Cislo je pocet slozeny z jednotek (Eukleidés [27, str. 187]).

To lze chapat tak, ze jednotka je abstraktni predmét, nejobecnéjsi
néco, a zakladni ¢isla jsou pocty prvkt mnozin sestavajicich z abs-
traktnich, rozlisitelnych a nedélitelnych jednotek. Jednotky musi
byt identické v sobé a rozdilné od sebe navzajem. Nedélitelnost a roz-
lisitelnost abstraktnich jednotek jsou predpoklady, které prijimame,
abychom mohli o ¢islech uvazovat. Tyto predpoklady odvozujeme ze
zpusobu, jakym mnoziny pocitame. Typicky se jednd o mnoziny fyzic-
kych véci stejného druhu (ovce, jablka). Na jejich rozlisitelnosti se muze
podilet jejich umisténi v prostoru, na jejich nedélitelnosti se mize po-
dilet pfirozenost jejich vymezeni (jablko sice lze rozdélit, ale potom uz
to neni jablko).

Zékladni cisla dve, tri, ¢tyri mizeme chapat jako pojmy. Rozsah
pojmu ,,t¥i“ jsou vSechny triprvkové mnoziny. To koresponduje s Fre-
geovym pristupem v Zdakladech aritmetiky [33], kde ¢islo je primo defi-
novano jako rozsah pojmu , stejnépocetny s urc¢itym pojmem“. V Hus-
serlové pojeti Filosofie aritmetiky [45] ale pojem , tfi“ Zadnou definici

3Eukleidés (3. stoleti pied Kristem)
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nepotiebuje. Nazirame ho stejnym zptisobem, jakym nazirdme pojem
psa.

1.2 Radova d&isla

Kromé zékladnich ¢isel mame také ¢isla fadova (ordindlni): prvni,
druhy, treti, ¢tvrty atd. Ta vyjadiuji poradi udalosti, které probihaji
v Case, napriklad poradi jednotlivych tderti véznich hodin, potadi déti
v rodiné, potradi tikont pri pripraveé jidla ¢i pti vyrobé artefaktu. Obecné
chdpeme proces jako sled rozlisitelnych udélosti a fadova ¢isla jako
abstrakci z poradi udalosti v rtiznych procesech. Zatimco zakladni ¢isla
odkazuji k prostoru (typicky se jedna o poéitani fyzickych predmétu
rozmisténych v prostoru), fadova ¢isla odkazuji k ¢asu — k nasemu pro-
zivani casu, ve kterém se urc¢ité udalosti vydéluji. Abraham Seidenberg
(1916-1988) [80] argumentuje, ze fadova ¢isla vznikla v primitivnich
kulturach jako poradi postav vyvolavanych pii obradech stvoreni svéta.

Také tadova cisla chapeme jako pojmy. Rozsah pojmu , tfeti“ jsou
viechny tfeti udalosti ve viech procesech. Radova &fsla jsou usporadana
vztahy predchtidce a naslednika. Jsou témito vztahy jednoznacné ur-
¢ena. Prvni je to jediné radové cislo, které nema zadného predchidce,
tj. neni naslednikem zadného radového cisla. Druhé je to jediné radové
¢islo, jehoz predchiidce je prvni. Takto lze pokracovat k dalsim radovym
¢islim. Kazdé radové cislo ma naslednika, ktery se lisi od vsech pred-
chazejicich. Radova ¢isla pojmenovavame: prvni, druhy, tfeti, ¢tvrty
atd. Diky pojmenovani se s fadovymi ¢isly dostaneme dal nez s od-
povidajicimi ¢isly zakladnimi. Radova ¢isla se také bézné reprezentuji
prsty, pripadné dalsimi ¢astmi téla. V archaickych kulturach takovéto
reprezentace sahaly az k nékolika desitkam (Ifrah [47, str. 12]).

Mezi ¢isly zakladnimi a fadovymi je totiz vztah korespondence. Za-
kladnimu ¢islu dvé odpovida tfadové ¢islo druhy, zakladnimu cislu tii
odpovida radové ¢islo treti, atd. Poté co vyslechneme celé odbijeni véz-
nich hodin, si uvédomime, ze odbily ¢tyri hodiny a mtizeme si predstavit
jednotlivé udery jako prvky mmnoziny ¢tyt uderi. Naopak vnimame-li
¢tverici predmétl, mizeme je v mysli postupné prochéazet a pritazo-
vat jim poradi: prvni, druhy, tfeti a ¢tvrty predmét. Nezalezi na tom,
jakym zpiisobem ¢tverici prochédzime. Vzdy skonéime na ¢tvrtém pred-
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métu. Odloucime-li totiz od dané ctverice jeden jeji predmét, zbude
nam trojice predmétii nezavisle na tom, ktery predmét jsme odloudili.

Tuto tvahu lze zobecnit na libovolné velké mnoziny. To otevira cestu
k pocitani vétsich mnozin. Prvkiim mnoziny postupné pritazujeme ra-
dova cisla a to, na kterém skonc¢ime, urcuje pocet prvkt mnoziny. Po-
¢itani prvki mnozin je reprodukovatelny proces. Pocitdme-li stejnou
mnozinu znovu a nedopustime-li se chyby, dospéjeme ke stejnému vy-
sledku. Je-li mnozina prfedmétem sménného obchodu, zalezi na tom,
aby se obé strany na jeji velikosti shodly. Pocet prvka mnoziny je jeji
intersubjektivni a objektivni charakteristikou.

V korespondenci mezi zdkladnimi a fadovymi ¢isly vyvstava ¢islo
jedna. Samotnou jednotku totiz Eukleidés [27] a jesté ani Husserl [45]
za ¢islo nepovazuji. Je-li ¢islo pocet slozeny z jednotek, pak je to néco
odlisného od jednotky samotné. Také o jednotlivé udalosti, po které ne-
nasleduje zadna dalsi stejného druhu, nebudeme mluvit jako o procesu.
Ale v procesu, ktery sestava z vice udalosti, ma ta prvni vyznac¢nou
pozici a Tadova ¢isla jednotkou zacinaji. Ma-li byt korespondence mezi
zakladnimi a fadovymi ¢isly vzajemné jednoznacna, musi byt zakladnim
¢islem také samotna jednotka. Dodateéné lze nahlédnout, ze mnozinu
lze utvorit i z jediného predmétu. Pritom je jednoprvkova mnozina néco
jiného (je vhodné ji povazovat za néco jiného) nez ten predmét, ktery
do ni nélezi. Proto za zakladni ¢islo miizeme povazovat i jednotku.

1.3 Stejnépocetnost

Pocitani prvktt mnozin je zaloZeno na pojmu vzajemné jednoznac-
ného prirazeni. Dvé mnoziny maji stejny pocet prvku, pokud lze je-
jich prvky sparovat — vzajemné jednoznacné k sobé priradit. Konstrukce
vzajemné jednoznacného pritazeni mezi dvéma mnozinami je déj, ktery
probihd v case. PTi pocitani prifazujeme prvkiim mnoziny postupné
fadova ¢isla. Sestrojujeme tedy vzajemné jednoznacné prirazeni mezi
pocitanou mnozinou a pocatecnim tusekem radovych cisel. Od rado-
vych ¢isel se tak v hermeneutickém kruhu dostavame zpét k zdkladnim
¢islim, ktera nyni chapeme nejen jako pocty prvki prehlédnutelnych
mnozin, ale jako pocty prvkl mnozin, které dokazeme spocitat. Nedo-
kazeme sice mozna rozlisit sedmici od osmice primo, dokazeme je vsak
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rozlisit, kdyz je spoc¢itame. Také zakladni ¢isla pét, Sest, sedm atd. tedy
miuzeme chapat jako pojmy.

Zékladni &sla 1ze srovnavat podle velikosti. Ctyii je mensi nez sedm,
protoze riznym prvkim ctverice lze pritadit riizné prvky sedmice a pri-
tom nékteré prvky sedmice zbydou. Zakladni ¢isla Ize s¢itat, nasobit
a umocnovat. To jsou aritmetické operace. Operace sc¢itani je za-
lozena na sjednocovani mnozin. Dvé mnoziny jsou disjunktni, pokud
nemaji zadny spolecny prvek. Dvé nebo vice disjunktnich mnozin mi-
zeme sjednotit do jediné mnoziny. Pocet jejich prvka je soucet poctu
sjednocovanych mnozin. Mame-li mnozinu nékolika stejné pocetnych
mnozin, je celkovy pocet predméti v jejich sjednoceni dan nasobenim,
které je opakovanym pric¢itanim. Dalsi aritmetickou operaci je umocno-
vani, které je opakovanym nasobenim.

1.4 Jména cisel

Pti konstituci zakladnich i fadovych ¢isel je tfeba nové ustavovana cisla
pojmenovavat. Déla-li se to systematicky, vznikd c¢iselna soustava.
V archaickych kulturach se pouzivaly aditivni ¢iselné soustavy, které
maji jednotky vyssich radu jako dvojky, trojky ¢i pétky a vyuzivaji
s¢itani. Podle Seidenberga [80] pfevladala u nejstarsich kultur aditivni
soustava dvojkova. Napriklad v kultufe Bakiri v Jizni Americe méla
¢isla jména:

(1) tokale,
2) ahage,
) ahage tokale,
) ahage ahage,
) ahage ahage tokale,
) ahage ahage ahage.

P

3
4
)
6

V pozdéjsich kulturdch se objevuji soustavy pétkové, desitkové i dva-
citkové a cisla se vyjadiuji opakovanim téchto jednotek vyssich rada
(viz Ifrah [47, str. 23]). Kromé toho se objevuje symbolicka reprezen-
tace C¢isel. V nejjednodussi podobé je symbolem jednotky ¢arka (vryp)
a symbolem zakladniho ¢isla je rada vrypu: |, ||, ||[, [|I], - - -

Se vznikem pisma vznikaji také znaky pro ¢isla. Znaky jsou iko-
nické. Jsou to obrazky, které se mohou navzajem lisit, ale dokdzeme je
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identifikovat jako tentyz znak. Podstatné je, ze v urcitych situacich po-
wzivadme urcitou sadu znaki, kterou nazyvame abeceda. Retézce znaki
nazyvame slova. Znaky dokazeme od sebe rozliSovat a rozpoznavat je-
jich identitu — umime ¢ist. Symbolické reprezentace ¢isel jsou jiz psané
podoby jejich jmen. Zavadi se pro né vsak také specidlni znaky. Ve
starovékém Egypté se pouzivaly zvlastni znaky pro jednotky, desitky,
stovky a tisice. V jonské ¢iselné soustavé antického Recka se &slice
1,2,3,... znadily pismeny «, 3,7, ..., desitky 10,20, 30, ... se znacily
pismeny ¢, k, A, ... a stovky pismeny p, o, 7, ... Naptiklad 321 se zapiso-
valo jako 7ka. V tomto kontextu se znovu objevuje potieba povazovat
za ¢islo i jednotku. Potfebujeme pro ni znak, se kterym zachézime stej-
nym zpusobem jako se znaky pro ostatni cisla, takze je o diivod méné
povazovat ji za entitu odlisSného druhu.

Mame-li znaky pro c¢isla, mizeme vyjadrit znakové i vztahy mezi
nimi jako 2 < 5 nebo aritmetické operace 2+ 3 = 5 nebo 2-3 = 6. Tak
se tato oblast znakl odpoutava a osamostatnuje od oblasti pojm, ze
které je odvozena. Vztahy, které plati mezi cisly dvé, tii, ¢tyTi a pét, se
vyjadiuji retézci znaki a s nimi muzeme zachazet formalnim zptsobem,
aniz bychom se nutné vztahovali k jejich vyznamu.

V aditivnich ¢iselnych soustavach je vzdy jen koneény pocet znaki
pro jednotky vyssich rada, a tedy jen omezeny rozsah c¢isel, ktera lze
oznacovat. V pozicnich ¢iselnych soustavach jsou jednotky vyssich
rad mocniny zakladu, neznaci se ale zvlastnimi symboly. Vyznam ¢islic
je dan jejich pozici v zépisu ¢isla. To znamend, Ze s kone¢nou sadou ¢islic
1ze oznacovat libovolné velk4 ¢isla. Prvni pozi¢ni (desitko—Sedesatkova)
¢iselna soustava vznikla ve staré Babylonii v tfetim tisicileti pred Kris-
tem. Cislice od jedné do padeséti deviti se zapisovaly opakovanim znak
pro jednotku a desitku, vétsi ¢isla se vyjadrovala v pozi¢ni soustave se
zakladem Sedesat (viz Adhikari [1] nebo Hgyrup [42]).

V nasi desitkové soustavé jsou jednotky vyssich fada mocniny de-
seti: desitky, stovky, tisicovky atd. Cisla se zapisuji jako fetézce Gislic,
naptiklad 235 = 2100 + 3 - 10 + 5. Desitkova pozi¢ni soustava vznikla
v Indii v Sestém stoleti (viz Ifrah [47, str. 399]). Islamské civilizaci ji
zprostredkoval Al Chvérizmi (asi 783-850) ve svém Aritmetickém trak-
tatu [3]. Do Evropy ji pfinesl v desdtém stoleti Gerbert z Aurillacu,
ale zacala se §itit teprve ve tfinactém stoleti, kdy ji popsal Leonardo
Fibonacci Pisdnsky (asi 1170-1250) ve své knize Liber abaci.
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Pozi¢éni ¢iselna soustava si vynuti zavedeni cislice nula, ktera vyja-
diuje nepritomnost jednotek nékterych rada: 203 =2-1004+0-10 + 3.
Ve starobabylonské sedesatkové soustavé se nula nepouzivala a nepri-
tomnost nékterych radi se v zapise vyjadrovala mezerou. To vsak vedlo
k nejednoznacnostem. V Babylonii se nula znacici nepfitomnost nékte-
rych tadi zacala pouzivat v helénské dobé v tfetim stoleti pred Kristem
(viz Hgyrup [43, str. 293]). V Indii je jeji uzivani dosvédcéeno v Sestém
stoleti (viz Ifrah [47, str. 399]).

Nulu muazeme chapat jako pouze formalni znak zastupujici prazdné
misto. Také se vSsak mtzeme nechat vést timto formalismem a meta-
foricky nulu za cislo uznat. K metafore musime sahnout, kdykoliv se
setkame s novou skutecnosti, pro kterou nemame slov. Jevem metafory
se podrobné zabyva Paul Ricceur [74].

... Ricceur ukazuje, ze v pripadé metafory nejde o zvlastni
jev basnického ¢i rétorického zptsobu mluvy, nybrz ze ves-
kery jazyk je svou povahou metaforicky. Neexistuje striktni
rozdil mezi zakladnim vyznamem slov a jejich vyznamem
prenesenym; to, co povazujeme za zakladni vyznamy, jsou
pouze metafory mrtvé, vzité, lexikalizované! (Neubauer [68,
str. 150]).

Povazovat nulu za c¢islo se prirozené nabizi, kdyz v pozi¢ni soustave
¢isla séitdme a nasobime. Poziéni soustava ndm totiz dovoluje séitat
a nasobit zapisy ¢isel mechanicky, aniz bychom je nutné interpreto-
vali jako pocty prvki mnozin. Zapisy c¢isel s¢itame zprava doleva od
nejnizsiho k nejvyssimu radu s prenosem k vyssim fadtm, pokud sou-
¢et cislic presahne devitku. K tomu potrebujeme znat jen soucty cislic
1 az 9. Podobné pro nasobeni pottebujeme pouze malou nasobilku.
Tyto mechanické procedury se nazyvaji algoritmy. Scitani a nasobeni
jsou algoritmické operace a jsou korektni. To znamena, ze algorit-
mické operace se zapisy ¢isel odpovidaji aritmetickym operacim s ¢isly.
Korektnost aritmetickych algoritmit sc¢itani a nasobeni vyplyva z ko-
mutativniho, asociativniho a distributivniho zédkona (viz odstavec 1.5).

4Viimnéme si tfeba, kolik metafor je vlastné v pravé uvedené vété: ,,zakladni®,
,Dreneseny“, ,mrtvy“... Dokonce i sdm pojem metafory (tj. prenosu META-
FEREIN) je nutno chapat metaforicky — vyznam neni balik.
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Pri obou aritmetickych algoritmech potfebujeme aritmetické ope-
race pro nulu: prictenim nuly se zadné ¢islo nezméni, vynasobeni nulou
dava nulu. Dodatecné lze nulu interpretovat jako zakladni cislo. Je to
pocet prvkla prazdné mnoziny, kterd zadné prvky nema. Na otazku,
kolik kolackt zbylo na talifi, lze odpovédét, ze zadny, tedy nula. Od
konstituce zékladnich ¢isel dvé, tti, ¢tyti tak dospivame nejen ke kon-
stituci vétsich cisel pét, Sest, sedm atd., ale i ke konstituci mensich cisel
jedna, nula. Ze je povazujeme za ¢isla, miizeme chapat jako metafory.”
K tomu prispiva i to, ze s nimi lze jako s ¢isly zachazet: muzeme je
s jinymi ¢isly s¢itat, nasobit i srovnavat. Trvame-li na vzajemné jedno-
znacné korespondenci mezi zékladnimi a fadovymi ¢isly, stane se nula
paradoxné prvnim fadovym ¢islem. Rozsiteni zakladnich a fadovych ¢i-
sel o nulu je plodna volba, ktera strukturu ¢isel zjednodusuje a nechava
vyvstat nové souvislosti.

1.5 Algebraicka symbolika

Obecné vztahy mezi ¢isly se vyjadiuji algebraickou symbolikou. Napiti-
klad pTi operaci sc¢itani, ktera odpovida sjednocovani mnozin, nezalezi
na tom, zda se nejprve zamétrime na prvni mnozinu a potom ji slou-
¢ime s druhou mnozinou, nebo to udélame naopak. Tato ivaha nezavisi
na konkrétnich velikostech sjednocovanych mnozin. Plati obecné pro li-
bovolné velké mnoziny. To vyjadiujeme algebraicky komutativnim
zdkonem
n+m=m-+n.

Pismena n,m zde jsou proménné, které zastupuji libovolné cisla. Po-
dobné dospéjeme k asociativnimu zakonu

(n+m)+p=n+(m+p),

5Tento postup je pro matematiku typicky. Napiiklad topologicky pojem dimenze
se odviji od nahledu, ze hranice tfirozmérného télesa je plocha, tedy dvourozmérny
utvar. Tento nahled se zobecnuje nejen k vyssim dimenzim ale i k nizs$im: pfimka
nebo kruznice jsou jednorozmérné (maji dimenzi jedna), kone¢né bodové mnoziny
maji dimenzi nula, a dokonce prazdnd mnozina ma dimenzi —1. To neni svévole, ale
postup, ktery vede k formalné nejjednodussi definici a zpétné (v hermeneutickém
kruhu) pojem dimenze osvétluje.
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ktery rika, ze soucet tii ¢isel nezavisi na poradi jejich sc¢itani. Sou-
¢et souctu prvnich dvou ¢isel s tretim je stejny jako soucet prvniho
se souc¢tem druhého a tretiho. Komutativni a asociativni zakon jsou
aritmetické identity. Pouzivame je, i kdyz si je nemusime explicitné
uvédomovat a i kdybychom je nedokazali vyjadrit algebraickou sym-
bolikou. Vyjadiuji ndhled, ze tyto identity budou platit pro jakdkoliv
¢isla, se kterymi se mizeme setkat. Jsou na nich zalozeny jak aditivni,
tak poziéni ¢iselné soustavy.

S algebraickymi identitami mtzeme zachazet formalnim zptisobem
a odvozovat dalsi identity, které uz z nazoru byt zrejmé nemusi. Pri
téchto odvozenich pouzivame reflexivitu, symetrii a transitivitu
rovnosti:

n = n (reflexivita).

Jestlize n = m, pak m = n (symetrie).

Jestlize n = m a m = p, pak n = p (transitivita).
Jestlize n =m, pak n+p=m+pap+n=p+m.

Uplatnuji se zde obecné principy z prvni knihy Eukleidovych Zakladui:

1. Co se rovna témuz, rovna se i navzajem.
2. A jestlize se ke stejné velkym vécem pridaji stejné velké véci, pak
se celky rovnaji.

3. A jestlize se od stejné velkych véci odeberou stejné velké véci, pak
se zbytky rovnaji (Eukleidés [27, str. 117]).

To znamen4, Ze k obéma stranam algebraické identity muzeme pricist
¢i od nich odecist stejné cislo ¢i stejny algebraicky vyraz a dostaneme
opét platnou algebraickou identitu.

Mame-li mnozinu nékolika stejnépocetnych mnozin, je celkovy pocet
predméti v jejich spojeni ddn nasobenim, které je opakovanym prici-
tanim

n—lgét

n-m=m+m-+---+m.

7 komutativniho a asociativniho zakona pro sc¢itani plynou formalnim
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zpusobem oba distributivni zakony

n-krat p-krat
(n+p)-m = m+---+m+m+---+m

= n-m-+p-m,

n—lirét
ne(m+p) = (m+p)+---+(m+p)
n-krat n-krat

= m+-+m+p+--+p

= n-m+n-p.

oz v
Zameat
|l

Obrazek 1.1: Komutativni a asociativni zakon pro nasobeni: 3-4 = 4-3,
(2:3)-4=2-(3-4).

Také pro nasobeni plati komutativni i asociativni zakon

n-(m-p) = (n-m)-p.

Jejich platnost 1ze nahlédnout geometricky, kdyz predméty danych mno-
zin reprezentujeme body a uspordadame je v roviné nebo v prostoru
do obdélniku nebo kvadru (obr. 1.1). Takova usporadani si dovedeme
predstavit obecné, nezavisle na konkrétnich velikostech ¢isel n, m a p.
Alternativné lze komutativni zakon pro nasobeni nahlédnout kombina-
toricky. Trojici ¢tveric lze preusporadat na ¢tverici trojic:

34 : {{a/17a27a’37a4}7{blab27b37b4}7{01762703764}}7
43 : {{CLl?bl’Cl}J{0’27b2702}7{a37b37c3}7{a47b47c4}}-
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Podobné lze kombinatoricky nahlédnout i asociativni zdkon pro néso-
beni. Dalsi aritmetickou operaci je umocnovani, které je opakovanym

nasobenim
mfkl'at

——

Z komutativniho a asociativniho zakona pro nasobeni plynou identity

m—krét m-krat m-krat
m . 7 _f—M\ ,—/&\_ m m
m-krat p-krat
n — n--m-m---nmn=mn .n’
p-krat (m - p)-krét
m\p __ m m __ —~ __mp
(n ) f— n ...-n —_— n...n _n .

Umocnovani ¢isel ma vyznam v kombinatorice napriklad pii pocitani
slov abeced. Abecedou zde rozumime jakoukoliv koneé¢nou mnozinu
znaktl. Retézce znakil této abecedy nazyvame slova. Pocet viech moz-
nych slov délky k sestavenych z n-prvkové abecedy je n*. Napiiklad pro
dvojkovou abecedu 2 = {0, 1} existuje 2% = 8 slov délky 3:

23 = {000, 001,010, 011,100, 101,110, 111}.

Pro umocnovani komutativni ani asociativni zdkon neplati. n™ je obecné
rizné od m™ a n(™) je obecné riizné od (n™)P.

Aritmetické operace nas privadéji k testu vhodnosti a zivotnosti
metafory jednotky a nuly jako ¢isel. Jsou-li to ¢isla, mélo by byt mozné
je sCitat, nasobit a umocnovat. A pro tyto operace by méla platit stejna
pravidla jako pro ostatni ¢isla. U séitani a nasobeni tomu tak vskutku
je:

n+0=n,n-0=0,n-1=n.

Pro mocninu dostavame z definice 0™ = 0 pro m > 0. Jak definovat
nY? Je-li n > 0 a mé-li platit n™ = n™*° = n™ . n°% musi byt n® = 1
protoze n™ # 0. Pro definici mocniny 0° se ale Z4dné voditko nenabizi.
Pravidla 0™ = 0 a n = 1 nelze harmonizovat a vyraz 0° je lépe nechat
nedefinovany. Rikéme, ze 0° je neuréity vyraz. Vidime na tom, Ze nulu
sice lze povazovat za cislo, ale je to ¢islo s vyjimecnymi vlastnostmi.
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1.6 Prirozena cCisla

Vztahy mezi zakladnimi a fadovymi ¢isly vedou ke konstituci ptiroze-
nych ¢isel, které chapeme jako predméty formalné matematické. Jsou
to ,,myslenkové objekty*, které jsou nositeli urcitych vztaht, a tim vy-
tvareji strukturu. Abstrahujeme od toho, ¢im tyto objekty jsou, jaka
je pripadné jejich vnitini struktura ¢i slozeni, soustiedime se pouze na
vztahy mezi nimi.

Prirozena cisla jsou konstituovana vztahy odpozorovanymi na za-
kladnich a radovych ¢islech a na korespondenci mezi nimi. P¥i kon-
stituci prirozenych ¢isel se v hermeneutickém kruhu vracime na vyssi
trovni k fadovym &slim (doplnénym o nulu). Radu piirozenych -
sel nula, jedna, dveé, tTi, ctyfi atd. zakladame na vztahu predchtidce
a naslednika. Nula je to jediné prirozené cislo, které nema pred-
chiidce. Jedna je to jediné prirozené cislo, které nasleduje po nule a je
od nuly ruzné. To zapisujeme 1 = S(0), kde S znaéi operaci naslednika
(successor). Podobné dvé je to jediné ¢islo, které nésleduje po jednotce,
tj. 2 = S(1), atd. Kazdé ptirozené ¢islo je jednoznaéné urceno vztahem
ke svym predchidctim a konstituuje se teprve po svych predchidcich.
Kazdé prirozené ¢islo mé naslednika, ktery se lisi od vSech predchéaze-
jicich dosud utvotenych cisel.

Konstituce prirozenych ¢isel tedy probihd v case a tento proces je
potencialné nekonecény. Kazdé jeho ukonceni by bylo svévolné a ar-
bitrarni. Predstavime-li si ale tento proces jako celek, dospivame k ak-
tualnimu nekonecénu vsech prirozenych ¢isel. Ta tvori ostfe vyme-
zeny, ale nekonecny soubor

N=1{0,1,2,3,...}.

Chépeme-li ho metaforicky jako mnozinu, otvira se cesta k teorii (neko-
neénych) mnozin. Vede nés to k dalsim vyzna¢nym nekone¢nym mnozi-
nam, jako je mnozina sudych ¢isel nebo mnozina lichych ¢isel. U neko-
necnych mnozin ocekavame stejné nebo podobné vlastnosti jako u mno-
zin konecnych. Toto ocekavani se splni jen v omezené mire. Eukleidav
axiom

A celek je vétsi nez ¢ast (Eukleidés [27, str. 117])

pro nekonecéné mnoziny neplati. Pfirozena cisla lze vzajemné jedno-
znacné sparovat se sudymi cisly predpisem n — 2 - n, prestoze suda
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¢isla tvori jen cast vSech c¢isel prirozenych. Presto se ale podarilo smys-
luplnou teorii nekoneénych mnozin vybudovat (viz kapitola 11).

Krok od jednotlivych prirozenych ¢isel k nekonecné mnoziné vsech
ptirozenych disel je, jak argumentuje Petr Vopénka (1935-2015) [95],
nesamozrejmy, kontroverzni a paradoxni. Je ale nesmirné plodny. Teo-
logickymi argumenty ho obhajuje Bernard Bolzano (1781-1848) v knize
Paradoxy nekonecna [14]. Piirozena ¢isla tvori nejen mnozinu, ale také
strukturu s raznymi vztahy mezi svymi prvky. Jsou to aritmetické
operace naslednika, s¢itani, nasobeni a umocnovani a vztahy nerov-
nosti. Struktura prirozenych ¢isel N s operaci naslednika S je jed-
noznacné popsana nasledujici induktivni definici:

Definice 1.1

1. Nula je prirozené cislo.

2. KazZdé prirozené cislo mad jediného ndslednika, ktery se lisi od vsech
dosud utvorenych prirozenych cisel.

3. Jind prirozend cisla nezZ ta, kterd lze utvorit pomoci pravidel 1 a 2,
neexistuji.

Nula je jediné prirozené ¢islo, které neméa predchiidce. Jednotka je to
jediné cislo jehoz predchidce je nula, atd. Dvé riaznéa prirozena cisla
maji riizné néasledniky.

Abychom o ¢islech mohli mluvit, ddvame jim jména v prirozeném
jazyce a také jména znakova. Prirozena ¢isla maji mnoho riiznych jmen
v mnoha riznych prirozenych jazycich i v mnoha riznych c¢iselnych
soustavach. V desitkové pozicni soustavé ma kazdé prirozené cislo jed-
noznacné urcené jméno — jeho zapis. To je slovo abecedy {0,1,...,9},
které bud nezacina nulou, nebo je tvoreno pouze nulou. Zapis ¢isla ale
neni ¢islo, je to jeho jméno.

Od zékladnich ¢isel prejimaji pfirozena ¢isla strukturu séitani a na-
sobeni. Jména ¢isel jsou proto také aritmetické vyrazy, které jsou ze
zapisu Cisel utvoreny pomoci znakii S, +, - pro aritmetické operace na-
slednika (successor), s¢itani a nasobeni. Podobné jako prirozena cisla,
i aritmetické vyrazy definujeme induktivneé:

Definice 1.2

1. Kazdy zapis cisla je aritmeticky vyraz.

2. Je-li t aritmeticky viraz, je S(t) aritmeticky vyraz.

3. Jsou-li t, s aritmetické vgrazy, jsou (t+s) a (t-s) aritmetické vjrazy.
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Ruzné aritmetické vyrazy mohou oznacovat stejné cislo. To znacime
rovnosti ¢ = s, napiiklad 2 + 3 = 5. Pro operaci naslednika mame
nekonecnou radu rovnosti

S(0)=1, S(1)=2, S(2)=3,...5

Pro séitani a nasobeni mame rovnosti

t+0 = t,
t+S(s) = S(t+s),
t-0 = 0,

t-S(s) = (t-s)+t,

kde t a s jsou libovolné aritmetické vyrazy. Z téchto rovnosti plynou
formalnim zpusobem (pomoci symetrie a tranzitivity rovnosti) vsechny
dalsi rovnosti mezi aritmetickymi vyrazy. Definice s¢itani zapisii ¢isel
odpovida sjednocovani mnozin (viz odstavec 1.5). Rovnost

t+S(s)=S(t+s)

je totiz zalozena na asociativnim zdkonu a podobné pro dalsi aritme-
tické operace. Z uvedenych pravidel 1ze odvodit vSechny identity tvaru
t+s=wv,t-s=w, kde t,s,v jsou zapisy ¢isel. Naptiklad
142 = 1485(1)=85(1+1)=S5(1+5(0)) =S(S(1+0))
= S5(5(1)) = 5(2) =3,
3:2 = 3-5(1)=3-143=3-5(0)+3=(3-0+3)+3
= (0+3)+3=3+3=6.

1.7 Princip tplné indukce

7 induktivni definice 1.1 pfirozenych ¢isel v odstavci 1.6 plyne

Definice 1.3 (Princip uplné indukce) Plati-li néjaké tvrzend pro nulu,
a plyne-li z jeho platnosti pro prirozené cislo n jeho platnost pro S(n),
pak toto tvrzeni plati pro vsechna prirozend cisla.

5Tyto rovnosti jsou ddny algoritmem pfi¢itani jednotky v desitkové soustavé.
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Z principu uplné indukce plyne mnoho obecnych tvrzeni o ptiroze-
nych ¢islech. Naptiklad pro kazdé ¢islo n plati 1 +n =n + 1. To jsme
nahlédli jako evidentni vztah, protoze s¢itani zékladnich (a tedy i pri-
rozenych) ¢isel odpovidd slucovani disjunktnich mnozin. Lze dokonce
argumentovat, ze v predstavé slu¢ovani mnozin neni poradi slu¢ovanych
mnozin viibec obsazeno, takze rozdil mezi 1 +n a n+ 1 je pouze typo-
graficky: artefakt vznikly pti symbolickém vyjadreni. Ale zakladdme-li
prirozend ¢isla induktivni definici, je dikaz zadouci také jako potvrzeni,
ze nase formalizace je korektni:

Pro n = 0 tvrzeni plyne z identit

14+0=1=5(0)=8(0+0)=0+8(0)=0+1.
Plati-li 1 + n = n + 1, plyne z toho, Ze plati i 1 + S(n) = S(n) + 1:
1+8mn) = SA+n)=5mn+1)=Sn+S5(0))=S5(Sn+0))
= S(S(n)) =S(S(n)+0) = S(n) + S(0) = S(n) + 1.

Uplnou indukei 1ze také dokazat, ze s¢itani a ndsobeni jsou komutativni,
asociativni a distributivni:

n+m = m-++n,
(n+tm)+p = n+(m+p),
n-m = m-n,
(n-m)-p = n-(m-p),
n-(m+p) = n-m+n-p.

Tak se v hermeneutickém kruhu vracime k rovnostem, které jsme zalo-
zili na néhledu.

Dale 1ze také uplnou indukeci ukézat, ze z rovnosti n +p = m + p
plyne rovnost n = m a pokud p # 0, pak z rovnosti n-p =m - p plyne
rovnost n = m (viz napriklad Sochor [85]). Struktura prirozenych cisel
se tak obohacuje o dalsi vztahy usporadani a délitelnosti a o dalsi
operace odcitani a déleni. Ty jsou jen ¢astecné, nejsou definovany pro
vSechny dvojice ¢isel. Rikdme, Ze piirozené ¢slo n je mensi nebo rovno
prirozenému ¢islu m, pokud n 4+ p = m pro néjaké prirozené ¢islo p. To
zapisujeme formuli

n<m-< (3p)(p+n=m).
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Znak < zde znamend logickou ekvivalenci: leva strana plati pravée
tehdy, kdyz plati prava strana. Znak 3 je existenc¢ni kvantifikator,
ktery 1k, Ze existuje p, které spliuje urcitou vlastnost (n + p = m).
Kromé neostré nerovnosti < definujem ostrou nerovnost < vztahem

n<m<e (n<m)& (n#m).
Je-li n < m, existuje rozdil m — n definovany vztahem
p=m—n&p+n=m.
Podobné je definovan vztah délitelnosti n|m a operace déleni m/n:

nlm < (3p)(p-n=m),
p=m/n < p-n=m.

V nékterych dikazech teorie ¢isel se pouziva princip dobrého
usporadani, ktery je s principem uplné indukce ekvivalentni.

Definice 1.4 (Princip dobrého usporadani) Jestlize existuje pri-
rozené cislo, pro které plati urcité tvrzent, existuje nejmensi prirozené
cislo, pro které toto tvrzeni plati.

Princip dobrého usporadani lze odivodnit z procesu vytvareni priro-
zenych cisel podle odstavce 1.4. Hledané ¢islo je to prvni, které danou
vlastnost splnuje. Jeho ekvivalenci s principem tplné indukce lze doka-
zat i formédlné (viz napriklad Hajek a Pudlak [38]).

Ptirozend cisla (¢i spiSe jejich zépisy) pouzivame v mnoha riznych
situacich. Ne vzdy ale maji interpretaci vsechny vztahy mezi ¢isly zalo-
7ené na jejich interpretaci jako poctt prvki (kone¢nych) mnozin. Cisly
se napriklad oznacuji fotbalisté pti zapase, autobusové linky nebo po-
litické strany pii volbach. Tato cisla ale neméa smysl s¢itat ani nasobit.
Prirozena ¢isla se zde pouzivaji jen proto, ze jsme na né zvykli a do-
kazeme (jejich zépisy) snadno rozeznévat a cist. Nejsou to pocty ani
poradi. Vystupuji zde jako prvky mnoziny prirozenych c¢isel, niko-
liv jako prvky struktury prirozenych cisel.

Také stranky v knihach se ¢isluji. Ani ¢isla stranek nemé smysl
sC¢itat nebo nasobit, ma vsak smysl je odc¢itat nebo srovnavat podle



