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Mili studenti,

ve studiu aritmetiky jste se iz seznamili s pfirozenymi €isly a operacemi s nimi.
UCebni text, ktery pravé otvirate, Vam pomdiZze poznat i dal3i ¢iselné obory - €isla cel,
raciondlni a redlna.

Vedle teoretického pristupu k budovani téchto &iselnych oborll se sezndmite
i s metodickymi postupy, kterymi se ¢iselné obory zavadgji na zakladnf Skole. Utivo
1. stupné je rozpracovano podrobng, latka, ktera presahuje ramec 1. stupné ZS, je
podavana pouze informativné. Posledni kapitola pojednava o feSeni slovnich Gloh.

Historické pozndmky v zavéru kazdé kapitoly Vam ukaZou, jak se rozvijela jedna
z oblastf lidského poznani.

Cely text je doplnén fadou dloh s vysledky. PYi pozorném studiu skripta by Vam
feSeni Uloh nemélo délat potiZe. V textu samotném najdete i feSené (lohy, které
usnadriuji pochopeni probiraného uciva a ukazuji jeho aplikace.

Text byl psan se snahou o co nejvétsi srozumitelnost, aby mohl byt vyuZivan
i pro samostatné studium. Proto je k symbolickym zapisim pfipojen slovni doprovod.
Nepfedpokladad se, Ze se budete ucit reprodukovat v8echny dlkazy, které text
obsahuje. P¥i studiu byste se méli snaZit o pochopenf jednotlivych provadénych krokd.
Uvidite, Ze pomérné jednoduchy matematicky aparat, ktery jste poznali v predchozim
studiu, umoZiuje vyvozovat a dokazovat celou fadu dalSich poznatkd.

Didaktickd ¢ast textu se nevaze na 7adné konkrétni ucebnice. Ukazuje riizné
piistupy k ugivu, dava naméty pro jeho zpracovani. Snazte se proto nechapat uvadéné
postupy jako zavazna schémata, ale berte je jako podnéty pro vlastni zamysleni
a tvlr¢i ¢innost.
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1. Celacisla

1.1 Cela cisla v u¢ivu zakladni Skoly

Na zakladni Skole jste se zfejmé sezndmili s celymi Eisly prostfednictvim uréovani
odchylky od stanoveného normélu. Takovym normalem mZze byt napf. 0°C na
teploméru, jisty stfedni stav hladiny vodniho toku nebo €ara ponoru na boku lodi.
Hodnoty vy$8i neZ stanoveny normdl oznacujeme kladnymi &isly, niz8i hodnoty
zapornymi &isly. Od této predstavy se odviji na ZS znazornéni celych &isel na &iselné

ose. Popsany postup Ize srovnat s ordinalnim pojetim pfirozenych isel.

Kardinalnimu pojeti odpovida modelovani celych ¢isel pomoci barevnych kament.
Zajemci se mohou podrobnéji s timto méné uZivanym zpilsobem seznémit napf.
v ucebnici [7] a metodické pfirucce [8]. Kladna &isla se zde modeluji pomoci ¢ermnych
kamen(i a zaporna ¢isla pomoci barevnych kament.

VWhody a nevyhody obou pfistupd si ukaZzeme pfi konkrétnich €innostech s celymi
Cisly. Zarover si v této ¢asti textu pripomerite, jak se s celymi Eisly pogita.

1. Znézornéni uspofadani celych Eisel
a) body na ¢&iselné ose
—t——F+—1+—
S5 4 3 -2 1 0 4 42 3 +#4 +5

O olo o}o [e] L] [ ] e o0 o
o o [e] L] [ ] L]
O OoO|O O o o o e|® o |06 O

S5 4 -3 -2 -1 0 +1 42 +3 +4 45
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2. Ur€eni opatného Eisla
a) Nacdiselné ose jsou obrazy opacnych ¢isel soumérné sdruzené podle pocatku.
b) P¥i uZiti barevnych kamentl znazornit opatné ¢islo znamena provést zménu barvy.
Napr.
5 . . o
) oo = .o ) ° = o ) =
(-3)=+3, (+2)=-2, -0=0
Znovu si pfipomefime, Ze znaménko " - " ma v matematice tfi vyznamy:
- uréuje kvalitu Cisla, oznaCuje €islo zaporné, znaménko “ - " je soucasti zapisu
éisla(-2,-7,-31,..);

je znakem pro operaci od¢itani ¢isel, pokynem k provedent jistého vypoctu ( 5 - 4,
7-(-2),..);

Je znakem pro operator opacné Cislo. Znaménko * - " chapeme potom jako pokyn
k provedenf zmény kvality (pfejdeme od daného bodu na ¢iselné ose k bodu
soumerné sdruzenému podle po¢atku, zménime barvu kamene).

3. Absolutni hodnota

a) Na ¢iselné ose uddva absolutni hodnota vzdalenost obrazu &isla od pocatku.

b) P¥i uZiti barevnych kamen( udava absolutni hodnota pocet kamenti (bez ohledu
na barvu).

Napt. |- 5| =5, (0|=0, |+ 5/=+5

4. Porovnavani celych &isel

a) Pro porovnavani celych €isel pomoci &iselné osy plati stejné pravidlo jako pro
porovnavani ¢isel pfirozenych, tj. mensi ¢islo je znazornéno vlevo od vétsiho &isla.

b) Pfi porovnavani celych &isel uzitim barevnych kamen( musime rozlisit tfi pripady:

1) Jsou-li obé &isla kladna, porovnavame prfirozena ¢isla (pocet kamend).

2) Jsou-li obé €isla zaporna, zménime barvu kamen(, porovndme €isla pfirozend
a zménime znaménko nerovnosti:

Napt.

o ° ° L4 o °

o oo o < .o o> oo

3) Porovnavame-li ¢isla rlizné kvality, plati, Ze zéporné &islo je vidy mensi nez

kladné ¢islo.
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5. Stitani celych Eisel
PFi znazornéni Ciselnou osou uplatnime stejny postup séitani pomoci dvou os,
ktery jsme pouZili u Eisel pfirozenych. Zopakujte si ho na s¢itacim pravitku.

Séitani pomoci barevnych kamen( si miiZzeme predstavit jako scitani dobrych bod
(€erné kameny) a trestnych bod( (barevné kameny) ve hte. Opét rozliSime t¥i pripady:

a) Jsou-li obé &isla kladnd, tj. jsou-li obé& znazornéna cernymi kameny, secteme
pocet Cernych kamend a soucet znazornime opét cernymi kameny.

b) Jsou-li obé ¢isla zapornd, postupujeme analogicky, ale pracujeme s barevnymi
kameny.

c¢) Scitéme-li kladné a zaporné €islo, utvofime nejprve dvojice z Cernych
a barevnych kamend, ty vyfadime a soucet znzornime zbylymi kameny.

Napfiklad:

a) :: + : = E’ (+4) + (+2) = (+6)

by [oof + | L] = ee a+l2=(6)

ool o =L k2=
wiadime ©

6. QOdcitani celych Cisel
Odgitani celého Cisla se zavadi jako pri¢itani ¢isla k nému opatného.

Napf. 7-(-5)=7+(+5)=12
7-(+5)=7+(-5)=2

7. Nasobeni celych Eisel

Vime, jiZ, Ze nasobeni pfirozenych ¢isel Ize zavadét jako séitani sobé rovnych
s¢itancl: 4-5=5+5+5+5=20. Obdobné mlZeme postupovat i pfi ndsobeni kladného
a zaporného €isla: 4 - (- 5)=(-5)+(-5)+(-5)+(-5)=(-20). Uvedeny postup vSak
nelze uplatnit v pripad& nasobenf dvou zapornych &isel. Zakiim se proto zpravidla jen
sdeli, Ze: ,Minus krat minus davéa plus”. Takovému mechanickému osvojeni pravidla
se mizeme vyhnout, kdyZ Zaky sezndmime s geometrickou interpretaci nasobeni
celych ¢isel. VyuZijeme k tomu dvou &iselnych os a postupu na schématu:
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4

soucin
1

- 2. Cinitel

Napt. 13 (-2).(-3)=6

+2

(Na ose x zndzornime 1. Cinitele, na ose y 2. Cinitele. Spojime obraz 1. Cinitele
s bodem [0, 1] se spojnici vedeme rovnobéZku obrazem 2. Cinitele. Prisecik této
rovnobéZky s osou x je obrazem hledaného soucinu.)

8. Déleni celych &isel

Obdobné jako Ize geometrickou cestou najit sougin, Ize pomoci dvou ¢iselnych os
urcit také podil dvou celych &isel. Postupujeme podle nasledujiciho schématu:

s

poldl'l délenec

délitel

10
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Napt. 4:(-2)=(-2)

-2
3+
4+

(Na ose x zndzornime délence, na ose y délitele. Oba body spojime a vedeme
s touto spojnici rovnobéZku bodem [0, 1]. Prisecik rovnobézky s osou x je obrazem
hledaného podilu).

Vyhodou modelovani celych ¢isel pomoci kamen( je vétsi nazornost ve srovnani
s uZitim &iselné osy. Zaci mohou manipulovat s kameny a objevovat uréitd obecnd
pravidla. Proto je tento model vhodny zejména v prvnf fazi poCitani s celymi ¢isly.
Postupné se vsak stava tézkopadnym (napf. pravidla o porovnavani celych cisel).
Prace s ¢iselnou osou je naroéngjsi na abstraktni myslent, ale efektivngjsi a obecnéjsi.
Ziskané poznatky mdZe Zak uplatnit i v dalSich ¢iselnych oborech.

1.2 Konstrukce oboru integrity celych cisel

V predchozi kapitole jsme si stru¢né pripomnéli to, co jste se o celych Eislech
dozvédeli jiZ na zakladni Skole. | béhem dalsiho studia jste zfejmé predstavu celych
¢isel spojovali se stupnici teploméru. Nyni se pokusime budovat mnoZinu celych ¢isel

matematickymi prostredky, které jste si osvojili v 1. rogniku.

Jedinou Ciselnou mnoZinou, kterou jsme zatim zavedli, je polookruh pfirozenych
¢isel. Vyjdeme proto z mnoZiny N. Utvofime dvojice pfirozenych ¢isel ([a, b] € N x N).
Daéle definujeme relaci ~ mezi dvojicemi pfirozenych ¢isel:

Def. 1.1.: Na kartézském soucinu N x N definujeme relaci ~ predpisem
[a,b]~[c,d<a+d=b+c.

Urcime vlastnosti této relace.
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a) Ovérime, zda je relace reflexivni, tj. zda pro vSechny dvojice [a,b] € N x N plati
[a,b] ~ [a,b]. Podle definice relace ~ to znamen4, Ze by muselo platit
a+b=b+a

ProtoZe a, b jsou pfirozena Cisla a scitani pfirozenych Cisel je komutativni,
poZadovana vlastnost je spinéna. Relace je reflexivni. Obdobné budeme postupovat
u dalSich vlastnosti.

b) Ovéfime, zda je relace symetrickd, tj. zda pro libovolné dvojice [a,b], [c,d]
prirozenych ¢isel plati:
[a,b] ~ [c,d] = [c,d] ~ [a,b].
Podle definice relace ~ to znamena
atd=b+c=c+b=d+a.

Vzhledem ke komutativnosti operace s¢itanf prirozenych ¢isel a symetricnosti relace
rovnost v N je to spInéno. Relace ~ je symetricka.

c¢) Aby relace ~ byla tranzitivni, musi pro libovolné tfi dvojice pfirozenych Cisel
[a,b], [c.d], [ef] platit:
[a,b] ~[c,d] A [c,d] ~ [e,fl] = [a,b] ~ [e,f].
Podle definice relace ~ to znamena
(a+d=b+cac+f=d+e)=a+f=b+e.
Vyjdeme z predpokladu
a+d=b+c
c+f=d+e.
Po secten(
(a+d)+(c+f)=(b+c)+(d+e)
Odtud po Gpravach dostaneme
at+f=b+e.

Relace ~ je tranzitivni.

Relace ~ je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je tedy relaci ekvivalence na
kartézském soucinu N x N. Pfipomefime si, Ze kazda relace ekvivalence definovana
na mnozingé M urcuje rozklad mnoZiny M na tfidy navzajem ekvivalentnich prvkd.
Proto také relace ~ ur€uje rozklad kartézského sou€inu N x N na tfidy navzajem
ekvivalentnich uspofadanych dvojic.

12
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PF. Zvolme si napiiklad uspoiddanou dvojici [4,2]. S ni je v relaci ~ dvojice [5,3],
protoZe 4+ 3 =2+ 5, dvojice [7,5], protoZe 4+ 5=2+ 7, dvojice [2,0], protoZe
4+0=27+2 ap. Takovych dvojic bychom mohli vytvofit nekonecné mnoho.
U vsech by platilo, Ze maji prvni sloZku o Z vétsi neZ druhou slozku. VSechny
takové dvojice jsou navzdjem ekvivalentni, vSechny patfi do téZe tridy rozkladu.

KaZdou tfidu rozkladu N x N chapeme jako celé €islo.

Def. 1.2.: MnoZinou celych €isel C nazyvdme mnoZinu tfid rozkladu vytvoreného
relaci ~ definovanou na kartézském soucinu N x N definici 1.1.

Napt.

[4,2]
[7.5]

[5.5]

3.3]
[10,8]

[15,13]
[2,0]

[78,78]
[16,16]

(0,0]

atd.

[0]

Pozn. Abychom v dal$im textu odlisili Cisla prirozend a cisla celd, budeme
oznacovat prirozena Cisla malymi pismeny a celd cisla tucné velkym pismem (A, B,
01,..)

1.3 Scitani a nasobeni celych cisel

Po definovani mnoZiny celych &isel je tfeba definovat také operace s nimi. S¢itani
i nasobeni celych Cisel zavedeme pomoci reprezentantd, tj. dvojic pfirozenych ¢isel,
které zastupuji prisluSnou t¥idu rozkladu.

Scitani celych cisel

Def. 1.3.: Necht A, B jsou libovolna celd €isla s reprezentanty [a,b] € A, [c,d] € B.
Souctem A + B celych Cisel A, B nazyvame celé ¢islo reprezentované
usporadanou dvojicf[a + ¢, b + d].

Méame-li tedy setist dvé cela &isla, tj. dvé tfidy rozkladu N x N, zvolime jejich
reprezentanty, pomoci nich utvorime dvojici [a + ¢, b + d] a ta bude patfit do t¥idy,

13



