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Predmluva

Porozuméni zékladiim matematiky a statistiky tvori casto pfedpoklad
pro to, aby mohli studujici navazat ve svych oborech na praci velkych
predchudcti, aby se udrzeli ,na ramenou obri“ a nékdy i vidéli dal nez

oni.

Zmalostni pozadavky v prvnich semestrech studia socidlnich véd, po-
kud jde o matematiku a statistiku, se lisi od latky, jejiz zvladnuti se
predpoklada pii studiu pfirodnich a technickych véd. Vétsinou jde o
matematické pojmy a techniky, které lze vyuzit pii osvojovani probira-
nych statistickych metod (Benes, Druldk 2020; Gill 2006; Moore, Siegel
2014; Novotna, Spacek, Stovickova Jantulova 2019).

Studujici se matematice spise vyhybaji. Je to zptisobeno mimo jiné
okolnosti, ze stfedni iroven vzdélavani je dostatecné nepfipravila, v hor-
§im pfipadé se v nich utvrdil pocit jisté tzkosti z matematiky (Jones,
Goldring 2014). Negativni pohled studujicich na matematiku a vlastni
matematické schopnosti dokladaji empirické studie (napf. Murton, Lehti-
nen 2003). Zdivodnéni pro tento stav lze pfijmout, upfednostiiujeme
vSak jiny postoj. Perspektivu ma pouceny a tvorivy pristup k matema-

tice, logice i statistice.

Matematika je potieba pii zvladani kvantitativnich vyzkumnych me-
tod. Predevsim objasnovani vicerozmérnych statistickych metod se neo-
bejde bez znalosti zakladi vektorového a maticového poctu. Jak v kva-
litativnim, tak v kvantitativhim vyzkumu vyuzivame logické principy.
S jejich pomoci jsou dokonce vyvinuty metody kvalitativni komparativni
analyzy (QCA), kterd dnes pfitahuje velkou pozornost. Nejjednodussi
modely ¢asovych fad jsou dobrym piikladem mnoha aplika¢nich moz-
nosti matematického modelovani a vyuziti principt vektorového a mati-
cového poctu. Zaklady grafi a socidlnich siti je nutné pochopit, protoze
se pomoci nich fesi problémy v souvislosti s otadzkami, které vyvstavaji

naptiklad pfi vyuzivani internetu (Bonacich, Lu 2014).
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7 téchto skutecnosti autorskd skupina vychazela, kdyz se rozhodo-
vala, jaké partie z matematiky do textu zafadit a jak je podat. Také
zohlednila, Ze se jedna o doplnék k prednaskam o zakladech matema-
tiky a statistiky pro studujici bakalaiského studia sociologie a ostatnich
socidlnich véd. Pfednéasejici, ptipadné jeho/jeji/jejich pomocnici a po-
mocnice, rozhoduji, o ¢em se bude mluvit a co se bude procvicovat.

Prvni ¢ast knihy je vénovana matematickym zakladim. Nejprve jsou
jednoduse predstaveny vybrané matematické koncepty, které jsou poté
rozsiteny v dalsich kapitolach o specidlnéjsi témata, které matematicky
zaméfené socidlni védy potiebuji. Text se zabyva napf. QCA metodou,
aplikaci jednoduchych ndhodnych procesi, modelt epidemii, analjzou

socialnich siti, teorii rozhodovani a teorii her.

Druha ¢ast knihy se zaméfuje na predstaveni uzitecnych konceptiu
statistiky nezbytnych pro elementarni praci s daty a jejich pouziti pro vy-
vozovani zobecnujicich zavérd. Je probrana popisna statistika, ndhodna
proménné, pravdépodobnostni rozdéleni a pojmy pojici se s témito té-
maty. Vétsi prostor je vénovan porozumeéni a demonstraci testovani sta-
tistickych hypotéz. Text seznamuje nejprve s jednoduchymi metodami
(mezi které patii napf. z-testy nebo ¢-testy) a poté s metodami slozi-
téjsimi, jako jsou napf. test dobré shody, analjza kontingencnich tabulek
nebo neparametrické metody. Také se osvétluji principy a konstrukce in-
tervalil spolehlivosti. Druha ¢ast knihy je uzaviena ivodem do regresni

analyzy.

Kazda kapitola obsahuje zékladni a zjednodusené pojatou teorii a né-
kolik fesenych modelovych prikladi typickych pro dané téma. Modelové
priklady jsou zakladnim prvkem této publikace. Na konci kazdé kapitoly
jsou navic uvedeny dalsi podklady k procviceni spoleéné s vysledky. Text
uzavirame statistickymi tabulkami a uziteénymi vzorecky. Diagnosticky
test predpokladanych vstupnich znalosti naleznou ¢tenafi v prikladech k

procviceni v prvni kapitole.



Pri aplikaci matematickych a statistickych metod hraji dilezitou roli
pocditace a prislusny software. V tomto sméru doporucujeme tabulkové
programy FEzcel od Microsoftu, Calc z OpenOffice, komercni statisticky
systém SPSS, volné statistické systémy PSPP, JASP (oba tyto programy
se snazi nahradit systém SPSS a internetovy statisticky program SISA
a volny programovaci jazyk R nebo volny matematicky systém Octave.
Také je cennd knizka MareSe, Rabusice a Soukupa Analyza socidlné véd-

nich dat [nejen] v SPSS (vyd. Masarykova univerzita).

Tato kniha by nevznikla bez pomoci mnoha lidi. Dik patii vSem, kteri
prispéli k jeji pfipravé: studentkdm a studentim z FSV UK, zvlasté
T. Balouskové (podklady pro kapitoly 2, 3, 10 a 11 z matematiky),
L. Rozumkové (podklady pro kapitoly 2, 3, 10 a 11 z matematiky) nebo
K. Hanzlikovi (podklady pro kapitoly 10, 11 a 12 ze statistiky), statisti-
kovi a sociologovi P. Soukupovi z FSV UK, logikiim M. Pelisovi a P. Ara-
zimovi a ob&ma recenzent@im J. Reissigové a M. Malému z AV CR.

Koordinator autorského kolektivu upfimné dékuje vSem spoluatorim,
zejména mgr. J. Zackovi, za jejich piispévek k této knize. Také je vdécny
za pratelskou asistenci PhDr. J. Koukalovi, Ing. K. Novotnému, doc.
PhDr. Richardu Papikovi a prof. MUDr. S. Svaéinovi.

Za chyby v textu pfejima zodpovédnost koordinator projektu. Za
pfipadné pochybeni se omlouvame. Budeme kazdému ¢tenafi vdécni za
jakékoliv pfipominky a upozornéni na nalezené nedostatky a mozna vy-

lepseni.

jan.hendl@ruk.cuni.cz
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Matematika a logika






Kapitola 1

Uvod do matematiky

Tradi¢né byly teoretické vztahy v socidlnich védach formulovany prede-
v§im pomoci kvalitativnich pojmt (nemdme na mysli ekonomii). Mate-
matické metody se nepovazovaly za dostatecné vhodné pro rozvijeni teo-
retického porozuméni. Matematika hraje velkou roli v pfirodnich védach
a biologii, od kterych se socialni védy lisi v mnoha ohledech. Z prislus-
nych tvah proto plyne, ze nemiize jit o vulgarni pienos ptrirodovédeckého
mysleni pfimo do socialnich véd (Lazarsfeld! 1954). V poslednich deseti-
letich se matematika a statistika staly dulezitymi prostfedky modelovani
i v socidlnich védéach. V literatuie se objevuji specidlni matematické me-
tody a postupy. Tém by méli studujici porozumét, aby mohli kriticky

posoudit popisované skutecnosti, pfipadné zvoleny pfistup pretvorit.

Prikladem rozsirené aplikace matematiky v socidlnich védéch je sifova
analyza. Ta se stala domovem vyzkumnic a vyzkumniki rozlicnych za-
jmu, které sahaji od konstrukce osobni identity k epidemiologii, od et-

nografie po analyzu struktur v internetu.

!Lazarsfeld, Paul, Felix (1901-1976), rakousko-americky sociolog. Vénoval se
zejména statistickym metodam a vyzkumu vefejného minéni.
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Kapitola 1 Matematika a logika

Demokracie a matematika

,Pokud jsem vidél déale nez ostatni, pak to bylo proto, ze jsem stal na
ramenou obri“, fekl fyzik Isaac Newton (1643-1727) v souvislosti s hod-
nocenim vyznamu matematické analyzy pro jeho objevy. Podobné se
vyjadfoval Albert Einstein (1879-1955), nejvétsi fyzik 20. stoleti. Mezi
Newtonem a Einsteinem byla ¢asova mezera stovky let, ale pohled na

matematiku méli podobny.

Uvedena myslenka byla vyslovovana mnohokrat autory reformy vy-
uky matematiky na americkych zdkladnich a stfednich skolach v 90.
letech minulého stoleti. Eseje v knizce , Na ramenou obri“ (Steen 1990)
poukazovaly k novym pohlediim na didaktiku matematiky pro mladez
prichézejiciho stoleti. ,Na ramenou obri“ pro pedagogy symbolizovalo
snahu poméahat studenttim pii hledani konceptid matematiky tak, aby
dochézelo k lepsimu pochopeni svéta a feseni jeho problémi. Taméjsim
pedagogiim zalezelo také na propojeni matematiky a demokracie. Mate-
matika hraje urc¢ité vyznamnou roli nejenom ve védé, ale také pfi rozvi-
jeni konceptu svobodného ob¢ana v demokracii.

Napriklad politici a jejich pfiznivci se pri volbach ohanéji ¢isly bez
omezeni a zodpovédnosti. Novinafi informuji o rozpornych ¢islech s nedo-
statkem reflexe a odborného vhledu o jejich pfresnosti a konzistenci. Pro
fungovani demokracie je tedy zadouci jistd mira znalosti ,matematiky
voleb* a statistiky, matematicka gramotnost ob¢ana. Matematicka gra-
motnost vSak neni v tomto pojeti pouze soubor uréitych matematickych
dovednosti, nybrz také zahrnuje uvazovani o povaze a kvalité interakce
mezi jedincem s témito dovednostmi a socidlni situaci nebo prostiredim.
To implikuje, Ze takova gramotnost nemé jednou provzdy stejny vyznam,

protoze socidlni situace a prostiedi se neustale proménuji v case.

Pro pedagogy jsou v této souvislosti aktualni myslenky filosofa a

pedagoga Johna Deweye!. Ten byl velkym pfiznivcem moderni demo-

!'Dewey, John (1859-1952), americky filozof, pedagog, psycholog a reformator
vzdélavani. Je povazovan za jednoho ze zakladateld filozofie pragmatismu.
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Matematika a logika Kapitola 1

kracie. Ve svém dile upominal, ze zména prevazuje kontinuity. Proto je
podle ného nutné, aby doslo k preformulovani gramotnosti, ktera musi
drzet krok s nikdy nekoncicim procesem zmén. Je to zapotiebi, protoze
také lidska prirozenost a spole¢nost se neustile méni. Pro Deweyho se
pro demokratickou spolecnost a jeji idealy. RozliSuje ,inertni“ a ,;osvo-
bozujici“ gramotnost. Prvni vyznam znamend troven verbalnich a nu-
merickych dovednosti, aby bylo mozné porozumét instrukcim, provadét
rutinni procedury a vykonavat tikoly standardnim zpiisobem. Ze soci-
alni perspektivy jde o gramotnost, kde prevladaji tradice a zvyky, kde je
vSe na svém misté a inovace jsou omezovany. ,,Osvobozujici“ gramotnost
predpoklada standardy, které podporuji rozvoj dovednosti pii hledani in-
formaci a silu kritiky, reflexi a rozhodnuti ke zméné. Dewey mé na mysli

,osviceni mas*, které vede ke skutecné ,vitalni“ demokracii.

Matematika se méni. Méni se také moznosti aplikaci (ndstupem poci-
tac¢l). Matematické védy dnes zahrnuji kromé ¢isté matematiky také sta-
tistiku, finanéni matematiku, ¢asti pocitacové informatiky, operac¢niho
vyzkumu a bioinformatiky (napiiklad aplikace statistiky v genetice).
Tyto oblasti matematiky tfebaze maji mnoho spole¢ného se zaklady ma-

tematiky, maji zvlastni charakter, metodologii, standardy a cile.

Z aplikované matematiky je nutné vyzdvihnout zvlasté statistiku,
nebo spise védu o datech. Bohuzel bézné skolni matematika ji vénuje
malo pozornosti. Na Skolach se nevytvari most mezi $kolni matematikou
a interpretacemi dat, mezi abstraktnimi vypocty a svétem statistiky v

mediciné, zemédélstvi, psychologii, ekonomii, sociologii a politice.

V demokracii vede numericka a matematickd negramotnost zarucené
ke Spatnym rozhodnutim. Numerickd a matematickd gramotnost je vSak
pouze jednim z predpokladti zmény. Numericka a matematicka gramot-
nost a socidlni védy mohou pomoci obcanim dospét k rozhodnutim,
ktera jsou zakotvena v aktudlnich datech, matematickych modelech, lo-

gice a ne v setrvac¢nosti a v neprithledném uvazovani.
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Kapitola 1 Matematika a logika

Teorie, modely a matematika

Navrh teorie je hlavnim cilem kazdé védy. Obvykle se vyzaduje, aby te-
orie byla souborem obecnych a logicky propojenych tspornych tvrzeni,
které obsahuji dobfe definované pojmy s cilem formulovat vysvétleni spe-
cifikovanych fenoménu ve svété. Teorie maji podporovat pfesnou a jasnou
komunikaci, rigorézni testovani, pfesnd métreni a Siroké aplikace. Teorie
maji mit deduktivni povahu v tom smyslu, Ze obsahuji tvrzeni, z kte-
rych lze odvodit deduktivné dalsi tvrzeni. Teorie v socidlnich védach
vSak vétsinou nemaji uvedené vlastnosti. Jsou naptiklad induktivni ve
smyslu, Ze nova tvrzeni 1ze z nich odvodit pouze induktivné a intuitivneé.
(Ritzer, Ryan 2011)

Klasické teorie v socialnich védach jsou silné v pfredmétném obsahu,
ale az na vyjimky nepouzivaji n€jaky formalni jazyk, ktery by umoznil
dedukce testovatelnych predikci o pojednévanych jevech. Aby se tato si-
tuace zlepsila, nékteri vyzkumnici ¢i vyzkumnice se zabyvaji vytvafenim
matematickych modeli, pricemz urcuji jejich oborové predpoklady v ma-
tematickych terminech, takze odvozené disledky mohou byt empiricky
testovany pomoci srovnani s empirickymi daty. Model urcitych vztaht

navazuje na jednu nebo vice teorii, ale také nemusi.

V sociologii se matematické modely tykaji socidlnich struktur nebo
socidlnich procest. Socialni sité popisuji vybrané socidlni struktury. Ty
se modelové reprezentuji pomoci matic, ve kterych radky a sloupce iden-
tifikuji socialni jednotky a odpovidajici prvky takovych matic oznacuji
druh vztahu pro uvazovany par socidlnich jednotek. Zajem o socialni
struktury v tomto smyslu vedl k Sirokému uziti matematickych metod.
Pomoci matematickych modelu se také zachytily rtizné socialni procesy
(socidlni ovlivnéni a socidlni mobilita). VyuZivaji se matematické pro-
stfedky jako teorie pravdépodobnosti, diferencialni rovnice, linedrni al-
gebra a stochastické procesy. Také se navrhuji pocita¢ové simulace (napf.

agent-based modeling, ABM), pokud neni mozné matematicky nalézt
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Matematika a logika Kapitola 1

analytické feseni problému. Takto se zkoumaji napiiklad otazky socialni

emergence, socialni kooperace a vznik socialniho radu.

Obecné jsou modely kognitivnim nastrojem pro uspotradani lidskych
zkuSenosti a pozorovani. Zkusenosti a pozorovani se vSak lisi mezi jedinci
a mohou byt organizovany mnoha rtznymi zpusoby. I kdyz se pozorovani
sdileji, mohou byt rtizné prezentovany. Kazdy jedinec vlastné predstavuje

jedinecny model skutecnosti. Tyto pfirozené modely zkoumd etnografie.

Formalni nebo matematicky model vyjadiuje urcity vysek zkuSenosti
a pozorovani v ramci vztahti vytvarejicich formalni systém definovany
logikou, matematikou nebo statistikou. Pfitom nutné dochézi k velké

redukci informaci.

“Socialni Zivot je velmi komplexni. Je dan nekonefnou mmnoZinou
informaci. Neznamend to, Ze tuto komplexitu musime celou zachytit.
Vétsina uzitecnych modeli se soustfedi na jeden zakladni proces. Realné
situace vznikaji simultdnnim ptisobenim mnoha procest.“ (Land, Farao

2006)

Matematika je lidska aktivita konstruovani axiomatickych definic
abstraktnich vztaht mezi nespecifikovanymi anebo libovolnym prvky,
pricemz se tyto vztahy zkoumaji deduktivnim zptsobem a uzitim prin-
cipua logiky. Kazdy takovy vztah, ktery se v tomto kontextu objevi, de-
finuje tf¥idu matematickych objekti, napi. ,Markovovy fetézce* nebo
,vektorové prostory“. Jestlize je T axiomatickd teorie, kterda definuje
t¥idu M matematickych objekti, pak entita v M je T-modelem. Takové

modely hraji Gstfedni roli ve védeé.

V socialnich védach se vyuzivaji matematické modely v mnoha ob-
lastech. Pro vétsinu vyzkumnikt a vyzkumnic vSak tento pristup spada
v jedno s teorii statistiky a T-modely vétsinou predstavuji takové entity
jako linearni regrese nebo teorie statistickych testt. Spojeni mezi mate-

matikou a sociadlnimi védami jde za toto pouziti aplikované statistiky.
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Kapitola 1 Matematika a logika

Uvazujeme dva typy rozdilnosti matematickych modelt v sociologii (Ca-~
pecchi, V. et al 2010). Znaméjsi typ rozlisuje:

a) statistické modely (klasifika¢ni modely, modely vztahu proménnyjch),

b) simula¢ni modely.

Druhy typ klasifikace vymezil Edling (2002):

a) modely procest,
b) modely struktury,

¢) modely raciondlni volby, agent base modely a modely umélych spo-

le¢nosti.

Oba tyto typy klasifikace modelt se prekryvaji, reprezentuji vSak

ruzné metodologické problémy a jinak pfispivaji k poznani.

Vyjmenujme déle ¢tyfi diivody pro matematizaci socidlnich véd.

e Reprezentace teorii. Matematika se pouziva pro formulaci teorii.
Tim se stava struktura teorie vice prithlednou. V mnoha pfipa-
dech staci sestrojit nékolik rovnic pro vyjadfeni matematické ¢asti

teorie.

e Explorace teorie. Jakmile je teorie popsdna matematicky, je mozné
pouzit rizné vypocty a odvodit kvalitativni a kvantitativni disledky

teorie. To poméaha k jejimu lepSimu porozumeéni.

e Testovani teorie. Predikce matematicky formulované teorie mohou
byt vyuzity k jejimu testovani, jestlize je konfrontujeme s daty

o empirickém svété v Popperovském! smyslu (srov. Havlik 2015).

e Heuristiky. Pohled na matematicky formulovanou teorii muze od-
halit analogie k jinym fenoméntim. To inspiruje k dalsimu vyzkumu

a vede k lepsimu porozumeéni danych fenoméni.

IPopper, Karl (1902-1994), rakousko-britsky filosof. Jeho védecka ¢innost je za-
stoupena i na poli logiky, fyziky, biologie, sociologie a politologie. Svij filozoficky
systém sam oznacil jako kriticky racionalismus.
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Matematika a logika Kapitola 1

Funkce

Ustiednim pojmem v modelovani je vztah (korespondence). Se vztahem

se setkavame v bézném zivoté velmi Casto. Napriklad:

a) Kazdé dospélé osobé odpovida ro¢ni piijem.
b) Kazdé polozce v obchodé odpovida néjakd cena.
¢) Kazdému studentu odpovidé jeho priimérné ohodnoceni.

d) Vyrobé x jednotek uréitého vyrobku ve firmé odpovidaji néjaké cel-

kové naklady.

e) Délce strany ¢tverce odpovidé jeho plocha.

Ve védé hleddme vztahy mezi riznymi fenomény. Pokud zndme dobie
vztah, muzeme délat predikce. Napriklad analyza nakladt by méla vést
k nalezeni matematického vztahu mezi poctem vyrobku a celkovymi na-
klady. V mediciné bychom radi lépe poznali vztah mezi obezitou a sr-
dec¢nim onemocnénim, v psychologii bychom radi pfedpovédéli aroven

vykonu pomoci poc¢tu opakovani daného tkolu v tréninku.

Matematické modelovani v procesu matematizace znamena zkoumani
a tvorbu teorie o readlném svété. Usiluje se pfitom o presné urceni vztaht
a jejich matematické vyjadieni (Capecchi et al. 2010). Proces modelovani

mizeme rozdélit do tfech kroka (na obrazku).

Problém
redlného svéta

3. Interpretace / \ 1. Tvorba modelu

Matematické _ Matematicky

fedeni model

2. Refenimodelu
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Prvni krok: Vytvofeni matematického modelu (tedy matematizace

problému), ktery vyfeSenim poskytuje informace o redlném svété.

Druhy krok: VyfeSeni matematického modelu (hledéni jeho parame-
tri).

Treti krok: Interpretace feseni matematického modelu v pojmech pi-

vodniho problému v reilném svété.

Je nutné se presvédcit, do jaké miry vytvoreny model odpovida sku-

tecnosti.

Pro tplnost poznamenejme, ze klasické schéma modelovani neni vzdy
pouzitelné. U zvlast komplexnich vztahti jsme odkézéani na pocitacové si-
mulace, napf. pomoci agent-based modelovani: ABM (viz Edling 2002;
Wilensky, Rand 2015). V mnoha oblastech ABM konkuruje modelovani
zalozené na rovnicich a proménnych. ABM povazuje za jadro modelu
mnozinu jedinci (nebo organiza¢nich jednotek) a jejich interakce. MuzZe
modelovat heterogenni populace. Modely pomoci (diferenciélnich) rovnic
predpokladaji ur¢itou homogenitu, coz je nevyhodou v oblastech, kde he-
terogenita hraje velkou roli. ABM se uplatiuje napfiklad v epidemiologii

nebo v sociologii.

Matematika ndm poskytuje mnoho abstraktnich modeld. Zobrazeni
umoziiuje jejich aplikaci (Barnett et al. 2015, Gill 2006). Pfi modelovani
hraji roli pojmy jako konstanta, proménna, funkce a zobrazeni. Kazda
teorie v empirickych védach je mnozinou tvrzeni, které obsahuji kon-
cepty. Koncepty jsou predstavy, které ndm pomahaji porozumét svétu.
Ke konceptim prifazujeme konstanty a proménné, abychom je mohli
vyuzit v teoriich. Proménné a konstanty mohou byt cokoliv, co povazu-
jeme za dtilezité pro teorii. Formalnéji vyjadfeno, konstanta je koncept,
kterd mé jedinou fixni hodnotu. Proménné je koncept, ktery mize naby-
vat vice hodnot z dané mnoziny hodnot. Koncepty a jejich vztahy jsou
jadrem empirické védy. Mysleni v pojmech konstant a proménnych je

prvnim krokem pii vytvareni teorii.
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Zobrazeni f(z) definuje vztah mezi dvéma mnozinami prvki tak, Ze
kazdému prvku z jedné mnoziny (mnozina vzort) odpovidé prévé jeden
prvek z druhé mnoziny (mnozina obrazi). Obrazkem pfiblizime pojem

zobrazeni.

Vzory Obrazy

Zobrazeni a funkce v tomto textu znamena totéz. Redlna funkce f(x)
realné proménné je predpis, ktery kazdému ¢islu x z definiéniho oboru
Dy piifadi préavé jedno ¢islo y z oboru hodnot Hy. Cislo y je tedy hod-
nota funkce f(x) vypocitand pro danou hodnotu éisla x. Proto piSeme
y = f(x). Defini¢ni obor Dy jsou vSechny mozné hodnoty, které lze
do pfedpisu funkce f(z) dosadit za x a urcit (spoéitat) tak odpovidajici
hodnotu y. Stru¢né se nékdy rika, ze dana funkce mé pro dosazenou hod-
notu smysl. Obor hodnot H; je naopak mnozina vSech moznych hodnot
y, které lze pomoci funkce f(z) ziskat. Casto uzivame i realné funkce

vice redlnych proménnych.

Popiseme pét funkci tvoricich zédklad jinych funkci v oblasti aplikaci
matematiky v socidlnich védach. Priklady jejich grafického znazornéni
najdete v priloze. V této souvislosti je také vhodné navstivit internetovou

stranku:
http://www.analyzemath.com/Graph-Basic-Functions.html.

Uvedeme i obecny tvar linearni funkce vice proménnych.
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Kapitola 1 Matematika a logika

V prezentovanych vzorcich znamena znak ,,.“ operaci nasobeni. Tento

znak kvili zkraceni zapisu a bez naruseni srozumitelnosti vsak vétsinou

jinak vynechavame.

1)

22

Polynom n-tého stupné je dan predpisem
y=flz)=apa" + ..+ as.x® +a1.x +b; a, #0.

Piiklad: Predpokladé se (Moore, Siegel 2013), Ze vztah mezi vladnimi
vydaji (y) a velikosti vlddnouci strany (x) se stane klesajici po pte-
kroceni urcité hranice, protoze vldda pak mtze zvySovat dané, aniz

by se obavala toho, ze ztrati vétsinou. Vztah mé pak tvar:

2

y = f(z) = —as.2® + ag.x* —ay.x + b.

Vsechny koeficienty v tomto kubickém vztahu jsou kladné. Empirické

udaje potvrdily uvedeny predpoklad.

Specialni pfipad polynomu je polynom druhého stupné, tedy kvadra-
ticka funkce:
y=f(z)=cax®+ax+b c#0.

Priklad: Predpokladéa se nelinearni vztah mezi mirou transparentnosti
y (mélo korupce) a politickou soutézi « (Moore, Siegel 2013). U obou

konctl je transparentnost relativné vyssi.
y=f(z)=asaz®+a.z+b.

Koeficienty v tomto kvadratickém vztahu jsou kladné. Nejmensi mira
transparentnosti je u smiSeného prostiedi (mix autokratickych a de-

mokratickych instituci).

Dalsim specidlnim p¥ipadem je polynom prvniho stupné, linearni funk-
ce:
y=f(x)=ax+b a #0.
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Priklad: V roce 1980 bylo v USA pramérné v jedné domécnosti 2,76
osob. V roce 2012 ¢inil tento adaj 2,55 osob. Pfedpokladame linearni
vztah mezi roky a primérnym poc¢tem osob v jedné domacnosti i v da-
Isim obdobi. Kolik bude primérny pocet osob v domécnosti v roce
20307 Nejdiive zjistime funkéni vyjaddfeni f(x) linedrniho vztahu,
ktery je dan v nasem pfipadé udaji pro dva casové body. Vztah ma
pak tvar:
y = f(x) = —0,0066.z + 2,76

Vychazime z predpokladu platnosti tohoto linedrniho vztahu i v da-
18im obdobi a po dosazeni vypocitame, ze v roce 2030 bude pramérné

v domacnosti 2,43 osob.
Exponencialni funkce je dana predpisem:
y=f@)=a" a >0,a #1

Exponencialni funkce jsou v socidlnich védach pouzivany v pfipadé, ze
z ovliviiuje y, pficemz ocekdvame, ze sila vlivu se méni podle hodnoty
proménné z. Casto jde o vztah, kdy y roste stale rychleji s riistem

hodnoty proménné .
Logaritmicka funkce je dana predpisem:
y=f(x) =logp(z) =2 =10" b>0,b#1

Rikame, Ze b je zédklad logaritmu.

Nejcastéji se pouziva logaritmicka funkce k modelovani vztahu, kdy
vliv nezévisle proménné x na zavisle proménnou y rychle klesa, pokud
x roste. Naptiklad pravdépodobnost, ze lidé ptijdou k volbam ma

logaritmicky vztah s poctem let stravenych ve vzdélavacim procesu.

Také lze logaritmicky vztah vyuzit v situaci, kdy relativni rist pro-

ménné v case ma linearni vliv na jinou proménnou.
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Kapitola 1 Matematika a logika

Nejjednodussi funkce s vice nezévisle proménnymi X1, Xo, ..., X, je li-

nearni funkce
y= flx1,29, ..., Ty) = a1.21 + a2.T2 + ... + an.z,

Piiklad: Pfedpoklada se (Moore, Siegel 2013), 7ze pravdépodobnost icasti
ve volbach (y - jde pfesnéji o logit pravdépodobnosti) z&visi na mnoha
proménnych (napf. na délce vzdélavani d, pfijmu p a véku v). Pak

muzZeme uvazovat vztah:
y = f(d,p,v) = a.d + b.p + c.v + konstanta

Po zohlednéni charakteru vlivu nezévisle proménnych je lepsi uvazovat
vztah:
y = f(d,p,v) = a.ln(d) + b.p*> + c.v + konstanta

Podrobnéji se budeme vénovat jednoduché linearni funkci.

Linearni funkce, vyznam parametru, grafické znazornéni

Jednoduchy matematicky model pfedstavuje linearni funkce. Linearni
funkci je mozné vyjadrit vztah pfimé timéry, fesit linearni rovnice i trans-
formovat data. Pomaha pochopit soustavy linearnich rovnic. V sociolo-
gii a v ostatnich socidlnich védach je linearni vztah zpravidla zékladnim
vztahem, ktery hleddme (t¥eba pomoci regresni analyzy) mezi promén-

nymi v datovém souboru.

Lineédrni funkci f(z) lze vyjadiit ve smérnicovém tvaru
y= f(z) =azx +b,

kde parametry a a b jsou reélna ¢éisla (a, b € R). Proménnou Y nazjvime
casto zavisle proménnou, X proménnou nazyvame nezavisle proménnou.
V realnych aplikacich tyto proménné oznacujeme i jinymi symboly. Gra-

fem linedrni funkce je vzdy pfimka. Parametr a (smérnice) ur¢uje sklon
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této primky, parametr b jeji posun. Je-li b = 0, prochazi graf funkce
pocatkem. Hodnotu smérnice mtizeme interpretovat jako velikost zmény
veli¢iny Y pfi zméné veli¢iny X. V linearnim vztahu je tato zména kon-

stantni pro vSechny hodnoty veli¢iny X.

Nékdy zapisujeme linearni vztah také pomoci rovnice
Az + By =C; B#0.

Pro pfevod na smérnicovy tvar pouZijeme vztahy a = —A/Bab= C/B.

Zmény sklonu (smérnice) pro riizné hodnoty smérnice a (a = 1/2,a =

1, a = 2) pii b = 0 ilustruje nasledujici obrazek.

f(w)f2(w/)«: 2z
2 { /R =a
IR GRS
‘ ‘ ,_’./ ‘ T
-2 1 1 2
/"il 1
/// _2 |
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Kapitola 1 Matematika a logika

Pro smérnici a > 0 tedy mame rostouci funkce. Pokud bude smérnice

a zdporné (a = —1/2, a = =1, a = —2), bude vysledkem klesajici funkce.

. f(z)

\\\ 9|
\\\1 £

‘ N ‘ x

—2 -1 N1 2
—1 \\\ f3($): _%
—2 \\\ fi(z)r=—=z
fo@) = 2z
Parametr b posouva graf funkce f(z) poosey (b= -2,b=0,b=2).
47 o h@=a
9 b7 fa@) =a -2
w’/ ‘ x
) 2 4
- 2
4
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Specialnim pfipadem je funkce, kde @ = 0. Pak je f(z) = b bez ohledu
na hodnotu nezévisle proménné. Funkci f(x) proto v tomto pfipadé na-

zyvame funkci konstantni.

f(x)
4 1
. f@) =2
‘ T
—4 -2 2 4
—2 4
—4 +

Vzhledem k tomu, Ze grafem linearni funkce je pfimka, staci znat dva
body, kterymi graf funkce prochézi, abychom dokéazali sestavit soustavu
linearnich rovnic a pomoci ni urc¢it funkéni predpis.

RESENY PRIKLAD 1

Najdéte predpis linedrni funkce (tj. rovnici pfimky), kterd prochéazi body
C[2,1] a D[5,7].

ResSeni: Hleddme a a b takové, Ze rovnost

f(z) = az + b plati pro soufadnice obou bodu C, D. Musi tedy platit

1 = a-2+0b,
7 = a-5+0.

To je soustava linearnich rovnic o dvou neznamych. Bez jakékoliv teorie

ji 1ze snadno vyfesit nasledujicim zptsobem:
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Z prvni rovnice vyjadiime b

b = 1—a-2.

Tento vztah dosadime do druhé rovnice

7 = a-5+1—a-2,
7 = a-3+41,
a = 2.

Nyni dosadime nalezené a do vztahu, ktery jsme si na zacatku vyjadrili

z prvni rovnice a ziskdme b = —3.
Hledan4 funkce mé tedy predpis f(z) = 2z — 3. |
RESENY PRIKLAD 2

Na zéavér uvedeme ilustracni priklad aplikace linearniho vztahu ze zndmé

americké uc¢ebnice matematiky pro socidlni védy (Gill 2006, s. 28).

Pomérné hodné déti v USA Zije v chudobé. To mé u téchto déti vliv
na vysledky ve skole. V Kalifornii byla sledovana schopnost ¢ist u déti
chodici do 2.- 9. tFidy pomoci testu Stanford 9. V jednotlivych distriktech
statu Kalifornie (n=303) se zjistovaly dvé veli¢iny. Procento déti, ktefi
dostavaly zdarma obédy a procento déti, které mély vysledky v testu

nad narodnim medidnem (lepsi stav).

Reseni: Byl ovéfen linedrni vliv chudoby na vysledky testu (obé
méfené veli¢iny jsme popsali v zaddni) a pomoci regresni analyzy (viz
kapitola 21 o statistice v tomto textu) zjistén trend a = 0,75 a pri-
seCik b = 81. Co to znamena? S kazdym procentem zlepseni chudoby v
distriktu se zlepsi statisticky ocekdvané hodnoceni testem o 3/4 procenta.
Toto zlepSeni nenastane pfesné v kazdém distriktu, protoze se jedné o

statistickd data. Zachytil se vSak urcity socioekonomicky fenomén. W
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Priklady k procviéeni

1.1) Nacrtnéte grafy funkci a urcete pruseciky téchto grafti s osami:

a) f(z) =Tz —4 f) f(z) =4
b) f(z)=—22—2 g) f(z) =3z
¢) flz)=—8x+9 h) f(z) =3
d) f(z)=%+2 i) fl@)=2-5
e) flz) =% —1 i) fle)=1%
1.2) Urcete piedpis linearni funkce f(z) prochazejici body X, Y pro
a) X[2,12],Y[-2, — 16]
b) X[9,7),Y[-18, — 2]
c) X[2,8],Y][8,8]
d) X[0,5],Y[1,2]

Vstupni diagnosticky test

1) Provedte operace a zjednoduste:

a) br?-3z[4 — 3(x — 2)]
b) (2z +y)(3z — dy)
2) Napiste jako desetinné &islo: %
3) Udejte ptiklad celého ¢isla, které neni pfirozené ¢islo.

4) Zjednoduste. Vysledek zapiste vyluéné s kladnym exponentem.

Vsechny proménné jsou kladna realns ¢isla.

a) 6(zy’)°
b) (9ufv®)/(3u*v?)
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11)

30

¢) (2.10°)(3.1073)
d) (z7%y?)?

¢) (9ath2)1/2

f) ($05+y0 5)2
g) 3—2 + 372

V dalsich tlohich provedte naznacené operace a napiste odpo-
védi vzdy jako jediny jednoduchy zlomek. Vsechny proménné jsou

kladnd realna dcisla.

a) 242
b) 3o
—1,, -1
C) 2—2127—2
2 .6
Q) =

Zaokrouhlete na nejblizsi celé ¢islo:

17/3

Vynésobenim ¢isla x ¢islem 4 da stejné cislo jako kdyz od ného

odecteme 4. Sestavte rovnici a najdéte ¢islo x.
Dokazte: loga(1/8) = —3

Naleznéte x a y souradnice bodu, kde pfimka y = 7x = 4 protina

osuY.

Napiste ve formeé ax? + by?, kde a, b, p, ¢ jsou redlna ¢isla:
a) 3/x+4/\/y

b) 8/x%-5/y*

Nakreslete, In znamena celé ¢islo z x:

y = In|z|
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12) Napiste ekvivalentné v exponencialnim tvaru:

a) log(1000) = 3
b) loge(1) =0

13) Naleznéte x, y, b bez pouziti kalkulacky:

14) Oznacte znakem .+, Ze se jednd o graf funkce a znakem ,, — ¢, Ze

se nejedna o graf funkce.

1

15) Napiste ve formé a + be, kde a,b,c jsou racionalni éisla: =7

Z odpovédi v testu z matematiky:

. b=3cm
MNajdéte x |
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Linearni rovnice

Chovani nékterych redlnych systémil lze aspor pfiblizné popsat linear-
nimi rovnicemi. P¥i modelovani vyuzivame takovéto rovnice a jejich sou-
stavy k nalezeni feSeni v situacich, kdy mame uréeny vztahy mezi nezna-
mymi (vyjaddfené naptiklad linedrnimi rovnicemi) a chceme zjistit, zda
a pro jaké hodnoty neznamych tyto vztahy plati. Neznamou je mysSlena

proménnd, jejiz konkrétni hodnota se hleda.

Jiz soustava dvou linearnich rovnic pro dvé nezndmé mé mnoho prak-

tickych aplikaci. Jeji obecny tvar vypada takto

ax + by = h,
cx +dy =k,

kde a,b,c,d,h a k jsou konstanty. Dvojice hodnot x = zg, y = yo je
fesenim této soustavy, jestlize obé rovnice po dosazeni téchto dvou hod-
not se zméni v numerickou totoZnost [dosazujeme uspotfddanou dvojici
(20, y0)]- Kdyz hleddme FeSeni této soustavy rovnic, zjistujeme vSechny

takové dvojice (zo,yo)-
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Kapitola 2

Linearni rovnice a jeji feSeni

Nejjednodussi rovnice je linearni rovnice pro jednu neznamou x ve formé

ar+b=0; a #0.

Resenim takové rovnice je hodnota, kterou kdyz dosadime misto pro-

ménné x, dostaneme numerickou rovnost. K nalezeni feseni linearni rov-

nice s jednou nezndmou vedou pomérné jednoduché kroky.

RESENY PRIKLAD 1

Vyfeste dané rovnice s jednou neznamou jejich prevedenim na linearni

rovnice:

(i) 32 —9=0

4
(ii) 7”“" +3(60 — 82) — 16 = 0

Reseni:
(i) Postupujeme nésledovné
3z —9
3z

T

0 /+9,
9 /:3,
3.
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(ii) Postupujeme nasledovné

47x+3(6078:1:)716 = 0 /xT,
4r +21(60 — 8z) — 112 = 0,
4 + 1260 — 168z — 112 = 0,
1148 — 164 = 0 /[ —1148,
—164x = —1148 /:(—164),
z = T

(iii) Postupujeme nasledovné

12 -

3z + 39x = 4 /x3,

9r+12-9z = 12 /—12,
0-z = 0.

Vidime, zZe rovnice plati pro kazdou hodnotu x. Proto je feSenim jakékoli

realné cislo. |
Soustavy linearnich rovnic, FeSeni metodou séitaci a dosazo-
vaci, typy feSeni

Abychom pftibliZili koncept soustavy linearnich rovnic, uvedeme nejdiive
jednoduchou modelovou situaci. Povede k soustavé dvou rovnic pro dveé
neznamé. U zelezni¢ni pokladny 2 dospélé osoby a jedno dité zaplati za
listky celkem 320 K¢é. Kdyby se listky kupovaly pro 1 dospélou osobu
a 3 déti staly by 360 K¢. Jaké jsou ceny jednoho listku pro dospélou

osobu a dité.
Sestavime rovnice. Necht
x = cena listku pro dospélého.

y = cena listku pro dité.
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Pak v nasi modelové situaci plati

2v+y = 320,
r+3y = 360.

Takze méme dvé rovnice pro dvé neznamé. Je jednoduché nalézt dvojice
(z,y), které vyhovuji jedné z rovnic, ale ne té druhé. Napiiklad (160, 0)
vyhovuje prvni rovnici, ale ne té druhé. Dvojice (240, 40) vyhovuje druhé
rovnici, ale ne prvni. Abychom vyfesili nasi ilohu, musime nalézt vSechny
pary cen, které vyhovuji najednou obéma rovnicim [obéma rovnicim vy-
hovuje jenom jedna dvojice a to (120, 80), coz jsou ceny jednoho listku
pro dospélého a dité].

Timto problémem se dale budeme zabyvat v jeho obecnosti. Pred-
pokladédme pfitom linedrni vztahy. Linedrni rovnice o n neznadmych je

rovnice ve tvaru
a1x1 4+ asxo + ...+ apn_1Tn_1 + apr, =0b,
kde x1,...,x, jsou nezndmé a ay,...,a,,b € R. Resenim takovéto rov-

nice jsou hodnoty z1,...,x,, pro které rovnice plati.

K tpravé rovnice vyuzivime pocetni operace (pri¢itani, odéitani, na-
sobeni, dé&leni), které aplikujeme na obé strany rovnice. Tyto operace

neovlivni podobu Feseni linedrni rovnice.

Soustavou (systémem) m linedrnich rovnic o n nezndmjych rozumime

soustavu
a11r1  +  ai2r2 4+ ...+ aia®, = b
2,171 +  a22x2 + ... +  a2nTn = b
Am1T1  +  Am2T2 + ..+ Ama®n = b,

kdea;; e R, b; € R, i € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n} ax; jsou neznamé.
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Resenim soustavy jsou takové hodnoty neznamych, které spliuji kaz-

dou z uvedenych rovnic. Ma-li soustava feSeni, nazyvame ji konzistentni

soustavou. Neexistuje-li feSeni, jedna se o nekonzistentni soustavu. Z hle-

diska existence feSeni mohou nastat nésledujici situace

1. soustava nema FeSeni,
2. soustava ma jedno FeSeni,

3. soustava ma nekone¢né mnoho reseni.

Pti feseni prikladt lze k ipravé soustavy vyuzit néasledujici operace

1. zdména dvou rovnic mezi sebou,

2. vynasobeni rovnice nenulovym ¢islem,

3. pricteni jedné rovnice vynasobené ¢islem k jiné rovnici.

K nalezeni feSeni lze pristupovat pomoci riiznych zptsobl. Na né-

sledujicich Tesenych ptikladech si ukdzeme postup dosazovaci a scitaci

metodou.

Uvedme jednoduchy piiklad.

RESENY PRIKLAD 2

Vyteste soustavy:

(i) 3x — 2y — 6z = —1,
—2y + 8z = 4,
182 = 18.
(ii) 120 4+ 4y = 44
3r — 8y =-7
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(iii) r+y—z=1 (1)
2r—y+2z=11 (2)
—z4+y+z=3 (3)

Reseni:

(i) Ze zaddni hned vidime, Ze se jedna o soustavu v tzv. trojihelni-
kovém tvaru. Takové soustavy lze Tesit vyse uvedenou dosazovaci
metodou, zde ve zvlasté jednoduchém provedeni.

Z rovnice (3) je poznat, Ze z = 1.

Dosazenim do (2) lze dopocitat y

—2y+8-1 = 4 /-8,
2y = —4 [/:(-2),
y = 2.

Nyni uZ zndme y i z, mizeme tedy dosadit do (1) a spocitat =

30 —2.2-6.1 = —1,
3210 = —1 /+10,
3z = 9 /:3,
r = 3.

Resenim soustavy tedy je

r = 3,
y = 2
z = 1

(ii) Tuto soustavu vyfe$ime dosazovaci metodou. Ta spocivad v tom,

ze z jedné rovnice vyjadiime jednu neznamou a dosadime ji do
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rovnice druhé. Takto lze z této soustavy dvou linedrnich rovnic

ziskat jednoduchou rovnici o jedné neznamé, tuto neznamou pak

spocitat a pomoci ni urcit hodnotu druhé neznamé. Tento postup

je vhodné pouzivat zpravidla pro soustavu 2 rovnic o 2 nezndmych.

V pfipadé vétsiho poétu neznamych muize tento postup vést k velmi

komplikovanym a neprehlednym vypocétim. Vyjimkou je, jak bylo

ukdzano v diléi dloze (i), kdyz je

soustava v trojuhelnikovém tvaru.

Upravime rovnici (2) tak, abychom mohli dosadit do (1) za 12z

3r—8y =
3r =

120 =

-7 /+8y,
8y—T7 /x4,
32y — 28.

Nyni mame vyjadfeno 12z z druhé rovnice, mtizeme tedy dosadit

do rovnice prvni a tu vyresit

(32y — 28) + 4y
36y — 28
36y

Y
Zbyva jesté dopocitat x

120 =
120 =
120 =

€T =

38

-,
— 44 /498,
= 72 /:36
= 2.

32.2 928,
64 — 28,

36 /:12,
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Resenim soustavy tedy je

(iii) Na tomto piikladu si ukdZzeme s¢itaci metodu. Ta je zaloZena na
povolenych operacich s rovnicemi, z nichz podstatnd je operace,
ktera prictenim vhodného nasobku néjaké rovnice k vybrané rov-
nici umoznuje tuto rovnici zjednodusit, a to tak, Zze zmensi pocet
neznamych, které se v ni vyskytuji. Do dalsiho kroku pak vstupuje
opét celd soustava, jen ta vybrand rovnice je nahrazena vysledkem
predchoziho kroku, tedy souctem vybrané rovnice a zminéného na-
sobku néjaké jiné rovnice. Postupnym opakovanim tohoto postupu
se soustava prevede na trojuhelnikovy tvar. Takto upravena sou-
stava se jiz snadno vy¥esi dosazovaci metodou jako v tloze (i).
Zagneme pFic¢tenim rovnice (3) k rovnici (1). Vysledkem bude rov-

nice (17)

(x+y—2)+(—x+y+2)=1+3,
2y =4,

y=2.

Stastnou shodou okolnosti se v rovnici (1°) nevyskytuje nejen ne-
znama x, ale ani neznama z, takze je ihned znadma hodnota neznamé
y. Rovnice (1’) je y = 2, nyni se tedy Fesi tato upravend soustava
rovnic (1), (2), (3)

y=2 (1)
2x —y+ 2z =11, (2)
—x4+y+z=3. (3)
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K rovnici (2) se pfi¢te dvojnasobek rovnice (3). Ziska se tak (2)

r—y+2)+2-(—z+y+2)=114+2-3,
20 —y+2—2x+2y+22=11+6,
y+3z=17.

Resi se tedy upravena soustava rovnic (1°), (27), (3)

y=2, (1)
y+3z =17, (2))
—rz+y+z2=3. (3)

Ta jiz je ve trojuhelnikovém tvaru. Dosazenim (1) do (2’) se spo¢ité

hodnota neznamé z

2432=17 /-2,
3z=15 /:3,
z=3.

Spocitané hodnoty neznamych y a z se nyni dosadi do zbyvajici

rovnice, tedy do rovnice (3) a spo¢ita se hodnota x

—r+2+3=3,
—x+5=3 /-5,
—r==2 /:(-1),
T =2.
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Resenim soustavy tedy je

=4,
y=2,
z = 5.

RESENY PRIKLAD 3

V knize (Gill 2006, s. 175) je prakticky pfiklad z oblasti odhadu celkového
objemu nutnych odmén manazérii v procentech (O). Uloha vede k feseni
dvou rovnic o dvou nezndmgch v zavislosti na ¢istém zisku (Z) pied
vyplacenim odmén a dani (D). Je pfitom nutné uvazit, ze velikost zisku je
zavisla na odménach manazéria a naopak. Proto jsou ve hie dvé rovnice.

Jak budou veliké odmény?

Rovnice maji tvar

O—Z/10+D/10=0
0/2—2/2+D=0
Z = 100000

Reseni: Vynésobime prvni rovnici deseti a odec¢teme od ni druhou

rovnici.
Ziskdme odhad odmeén:
O =5 260.
|

Strucné zminime ulohu linedrniho programovani, maximalizaci line-
arni funkce pfi omezujicich podminkach. Problém objasnime pouze pro
jednoduchy ptipad, ktery v disledku vede ke grafickému feseni soustavy

rovnic o dvou neznamych (Subrt et al. 2019).
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Jde o maximalizaci linearni cilové funkce, v nasem ptikladu o maxi-

malizaci zisku a urceni pfislusného vyrobniho programu.

Odbyt dvou vyrobkt X a Y je omezen maximalné moznym odbytem:

0<z <700
0 <y < 500

Kapacita stroju S a kapacita odbornych sil OdbS jsou omezeny ne-

rovnostmi v zavislosti na mnozstvi vyrobka X a Y:

S : 1z + 2,5y < 1000,
OdbS : 1z + 0,5y < 500.

Mame maximalizovat zisk Z (cilova, uéelovéd funkce):

Z : 3002 + 200y.

Do soutadnicovém systému X (vyrobky X) a’Y (vyrobky Y) postupné
nakreslime odbytova omezeni odbytu pro vyrobky X a Y, také omezeni
dané uvedenymi nerovnostmi (véetné pocateéni ”isoc¢ary”, viz dale). Zis-

kame obrazek

¥
1.000 4 Maximalni odbyt pro x

odborna kapacita
800 /

600 + Maximalni odbyt pro y

400 £

“TPovolena T\
200 . Nioblast

strojni kapacita

—

s00\ 400 600 GO 1000

Cilova funkce/Iso&ara
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Zakreslime pro dany zisk tzv. ”iso¢aru” (vhodné uréenou ziskem a
tvarem cilové funkce Z). Iso¢arou paralelné pohybujeme v rdmci povo-
lené oblasti (uréenou podminkami pro X a Y). Na jejim kraji nalezneme
optimalni bod, coz je feSeni nasi tlohy. Ziskdme tak vyrobni program
(mnozstvi vyrobktt X a Y) pro oba vyrobky. Optimélni bod a mezni
isoc¢aru, kterad odpovida maximalnimu zisku, ukazuje dalsi obrazek

Ya
1.000 4

800 -

600 +

400

optimalni bod

Posunuta isodara

200 T+

vvvvvv

Hleddme extrém maximum nebo minimum (linearni) uéelové (cilové)

funkce
F(X) =" cjaj,
=1

kde X = (z1,...,7,), za podminek: Z;’:l ajjry <b,i=12,... k;

xz; > 0,7 =12,..n; a;;, b; € R, konstanty c; € R se nazyvaji koeficienty

acelové funkce.
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Priklady k procviéeni

2.1) Reste rovnice:
a) —8r 4 358 7= 46

b) 3z2+472z;-2 +3=6

2.2) Reste soustavy rovnic:

a) de —2y = =2
20 +y =9
b) —r—y+22z = -3
z
4 -= =3
Tty 5
3r—2y+92z = 3
c) 3x_y—|—z = =8
)
—g—l—y—z = 5
—2r—-y+z = 0

2.3) Vyfeste slovni pfiklad. Dva sociologové maji grantové penize pro
zkoumaéani vyuzivani skolnich jidelen v daném mésté. Chtéji udélat
statistické Setfeni pouzitim 600 telefonnich kontakti a 400 navstév
v doméacnostech. Firma A pro realizaci sbéru dat ma persondl pro
uskutecnéni 30 telefonnich kontakti a 10 navstév domacnosti za
hodinu. Firma B ma kapacitu pro 20 telefonnich kontaktd a 20
navstév za hodinu. Kolik hodin hodin ¢innosti je nutné zadat pro
kazdou firmu, aby sociologové dosahli presné pozadovaného objemu
kontaktt.
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Vektory

V sociologii a v socidlnich védach pouzivame vektory tehdy, pokud chce-
me zachytit idaje o daném jedinci, napt. jeho vék, pohlavi, vahu, vysku.
Vektor si nékdy predstavujeme jako jeden rfadek s udaji v tabulkovém
procesoru Ezxcel. V daném sloupci jsou pak idaje stejného typu. Vektory
popisujeme odpovédi jedinci na jednotlivé otazky ve strukturovaném
dotazniku. Vektor mnohdy neobsahuje pouze ¢isla. Jako hodnoty také

vystupuji ur¢ité dohodnuté symboly, nebo slova a celé véty.

Uvedeme tii ptiklady ¢iselnych p-¢lennych vektori. Vektor maze po-
pisovat skutecnost pomoci hodnot 0 nebo 1 podle toho, zda jedna z p
udalosti se uskutecnila nebo ne. Vektor mtize obsahovat relativni ¢etnosti
vyskytu danych slov z mnoziny p slov v ¢lanku vzhledem k celkovému
poctu vsech slov v ¢lanku. Vektor muze obsahovat tdaje, kolik nakoupil
zékaznik urcitého zbozi z p typt. Pokud zndme tyto vektory u vsSech

zékaznikl, pak jsme schopni vypocitat celkovy obrat.

Vektory hraji v aplikacich matematiky a statistiky znacnou roli, v této
a dalsi kapitole je budeme pouzivat predevsim pro vyjadieni soustavy
linearnich rovnic a pro pochopeni konceptu linearni nezavislosti. Ten je

dilezity v mnoha souvislostech linearni algebry.
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Typy vektoru, zakladni operace

Vektor se udava pomoci svych slozek. Kazda usporadand p-tice cisel
(a1; ag; ...; ap) je p-rozmérnym (aritmetickym) vektorem, ktery zna-
¢ime a = (ay; ag; ...; ap). Cisla ay,az, ...,a, pak nazyvame slozkami
vektoru a. Kromé fadkového zapisu vektoru se pouziva také zapis sloup-

covy

ar

a2

ap

Rekneme, Ze vektor a se rovna vektoru b, pokud plati rovnost pro

odpovidajici slozky, tj.

a; = bl,ag = b2, e, Op = bp.
Pokud chceme vektory s¢itat, musime opét postupovat po slozkach
a+b= (a1+b1; as + bo; ... ap—i—bp).

Odcitani funguje obdobné.

Nésobeni vektoru ¢islem k, k € R, se provadi také po jednotlivych
slozkach
k-a=(k-ai;k-as;...;k-ap).

Ke kazdému vektoru lze nalézt vektor opacény

—a = (—ai; —ag; ...; —ap).
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Dale méame nulovy vektor o, pro ktery plati
o=(0;0;...;0).
RESENY PRIKLAD 1
Spoctéte pro v = (2; 1; 3) a u = (—1; 4; —2):
(i) 5-v
(i) v+ u
(iil) v —2u
Reseni:
(i) Nésobime jednotlivé slozky
5-v=(5-2;5-1;5-3) = (10; 5; 15)
(ii) Séitdme piislusné slozky
v+u=(2-1;14+43-2)=(1;5;1)
(iii) Nejprve vynasobime ¢islem, poté odecteme
v-2u=(2-2-(=1);1-2-4,3-2(=2)) = (4 -7, 7)
|

Chceme-li nasobit dva vektory mezi sebou, pouzivame tzv. skalarni
soucin. Jeho vysledkem neni vektor, ale ¢islo. Postup nasobeni spociva
ve vzajemném vynéasobeni ptislusnych slozek a nasledném sectenim na-
sobki, tj.

a~b:a1-b1—|—a2-b2+...—|—ap-bp.
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Dva vektory, jejichZ skalarni souéin je nula, nazyvame ortogonal-

nimi (kolmymi) vektory. Tyto vektory spolu sviraji pravy thel.

Vektor je udavan pomoci slozek. Z nich je mozno spocitat velikost

vektoru

la| = /a2 +a3 +...+a2

Vektory mtzeme vyuzit i pro snadnéjsi a prehlednéjsi zapis soustavy

linearnich rovnic

r+y—z2z = 1,
20 —y+2z = 11,
—x+y+z = 3.

Tuto soustavu linearnich rovnic lze zapsat pomoci vektort tak, ze slozky
sloupcovych vektori jsou tvoreny koeficienty u pfislusné neznamé v jed-

notlivych rovnicich

1 -1 1
2 |lx+|-1]y+| 1 |z=|11
-1 1 1 3

Dva vektory jsou ortonormalni, pokud jsou ortogonalni a velikost maji

jedna.

RESENY PRIKLAD 2

Spoététe pro u = (4; —1; 4) av = (5; —2; —2):
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Reseni:
(i) Nésobime jednotlivé slozky a pak secteme
w-v=4-5+(-1)-(=2)+4-(-2) =14
(ii) Poé¢itdme podle vzorce normy

|| = /42 + (-1)2 +42 = /33

(iii) Pocitame podle vzorce normy

o]l = /52 + (—2)2 + (-2)2 = V33

|
Linearni kombinace vektoru, linearni zavislost a nezavislost
Mgéjme n vektort vy, vs, ..., v,. Linearni kombinaci vektoru
v1, V2, ..., U, rozumime vektor tvaru
Al v+ A v+ 4+ Ay Uy,
kde A1,..., A\, € R. Trivialni linearni kombinaci vektorti vy, va, ..., Vn
rozumime linedrni kombinaci téchto vektord, kde \y = --- = A\, = 0,
tedy vektor ve tvaru
0-v1+0-v2+---4+0-v,.
Rekneme, Ze vektory vy, va,. .., v, jsou lineadrné nezavislé, pokud plati,

7e rovnost

M vi+Av2+ -+ A v =0

je splnéna pouze tehdy, jedna-li se o trividlni linearni kombinaci vektortu

V1,V2,...,Un.
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Déle fekneme, ze vektory vy, vs,...,v, jsou linearné zavislé, pokud
nejsou linedrné nezavislé. To je ekvivalentni s tim, Ze existuje netrivialni
linearni kombinace vektort vy, vs, ..., vy, kterd je rovna nulovému vek-

toru.

RESENY PRIKLAD 3

Zjistéte, zda vektor u = (—7; 16) lze vyjadrit jako linedrni kombinace
vektorti v1 = (1; 2) a v = (3; —4).

Reseni: Snazime se najit parametry Ay, Ao spliujici
U= A -v1 + Ay - V.

Pokud existuji, plati, Ze u je linedrni kombinaci v; a vs. Rovnici 1ze

prepsat jako soustavu linearnich rovnic ve vektorovém tvaru
-7 1 3
= A+ As.
To je soustava dvou rovnic o dvou neznamych, kterou umime vyftesit

A1+ 32
20 — 42

-7,
16.

Od druhé rovnice odecteme dvojnasobek rovnice prvni

—10), = 30,
Ay = -3.

Z A+ 3\ =—T7méme \{ = -3\ —7=2.

Plati tedy u =2 - v — 3 - va.

50



Matematika a logika Kapitola 3

RESENY PRIKLAD 4

Ovéite linearni nezavislost pro v1 = (—1; 3; =5), v2 = (1; —1; =5),
vy = (—3; —2; 1).

Reseni: Hledame parametry Ai, A2, A3 takové, aby platilo
)\1-1)1+)\2~v2+)\3~v3:0.

Resime tedy soustavu

A+ —3x3 = 0,
3M —A—2)3 = 0,
—B5A1 =B+ A3 = 0.

Sectenim prvnich dvou rovnic dostaneme

21 — 53

Il
o

Moo= —

Dosadime do prvni a tfeti rovnice (mohli bychom dosadit i do druhé

a tfeti rovnice, musime totiz vyuZit vSechny 3 rovnice) a mame

5\

—73+A2—3A3 = 0,
5\

—573—5)\24—/\3 = 0.

Obé rovnice vynasobime dvémi, abychom se zbavili zlomku:

—5A3 + 22 — 63 0,
—25A3 —10X2 +2X3 = 0.
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Mizeme déle upravit na

2\ 11,
10\ = —23)\;.

Odecteme-li pétinasobek prvni rovnice od druhé mame
0 = —78)\s.

Z toho je zjevné, ze A3 = 0, pak ale i Ay = 0 a A\; = 0. Vektory jsou tedy

lineadrné nezavislé. [ |

Vektorovy prostor a vektorovy podprostor

Vektorovy prostor je mnozina vektorti takova, ze obsahuje i vSechny
jejich linearni kombinace. Z toho vyplyva, Ze obsahuje nulovy vektor
a ke kazdému vektoru i vektor opacny. Baze vektorového prostoru V'
je mnozina vektort z tohoto prostoru takova, Ze vektory v ni obsazené
jsou navzajem linedrné nezavislé a kazdy vektor z prostoru V' lze vyja-
dfit jako linearni kombinaci vektori baze. Jistym zptsobem tedy baze

definuje cely vektorovy prostor V.

Mnozinou R™, n € N, rozumime mnozinu vsech uspofadanych n-tic
realnych Cisel. S operacemi séitanim dvou vektord a nésobenim kon-
stantou tvofi vektorovy prostor. Jeji pravé podmnozZiny (viz kapitola o
mnozinach) jsou vektorové podprostory, pokud splituji spliiuji podminku

vektorového prostoru.

Kanonicky vektor je takovy vektor, ktery ma vsechny své slozky

nulové kromé i-té, kterd je rovna jedné. Lze ho tedy zapsat takto
e;=(0,...,1,...,0),

kde jednicka je vzdy umisténa pouze na i-té pozici.
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Nyni ukédzeme, ze skupina n kanonickych vektort je linedrné nezéa-
visla. Méjme tedy vektory eq, ez, ..., e,. Linedrni nezavislost dokazeme

z definice tak, ze ukazeme, Ze rovnost

Moer+Xs-ezt -+ An-en =0,

plati pouze tehdy, plati-li A\; = --- = \,, = 0. Prvni slozka je pro vSechny
vektory z této skupiny nulova, kromé vektoru prvniho, pro ktery je rovna

jedné. Musi tedy platit

A 1404+ A,-0=0,

A1-1=0,
AL =0.
Pro ostatni ¢isla Ao, ..., A\, analogickym postupem dojdeme ke stejnému
vysledku. Plati tedy: \y =--- =\, =0.

Jednoduse lze také ukazat, ze jakykoliv vektor z prostoru R”, lze
vyjadfit pomoci linedrni kombinace n kanonickych vektoru ey, ..., e,.
Mgjme napiiklad n = 4 (pro jiné hodnoty n bychom postupovali analo-
gicky). Chceme tedy ukazat, ze vektor u = (u1; ua; us; uq) lze vyjadrit
jako linearni kombinace kanonickych vektorid e, es, ez, e4. Chceme tedy

nalézt Cisla A1, A2, A3, A4 spliujici nasledujici rovnost
A-e1+Xy-ez+ A3-e3+ A\y-eq = u.

Aby tato rovnost platila, staci zvolit ¢isla A1, ..., A4 tak, Zze A\ = uq, Ay =

Uz, A3 = U3, Aq = Uy
Up-€1 +U2 €2+ U3 €3+ Uy ey =1u.

Prvni slozku vektoru u jsme si oznacili jako u;. Kanonicky vektor e;

ma prvni slozku rovnou jedné, kanonické vektory es, €3, e4 maji prvni

53



Kapitola 3 Matematika a logika

slozku rovnou nule. Plati tedy
U7 '1+U2'0+U3'0+U4'O:U1

Uy = uq.
Analogicky lze ukazat, Ze rovnost plati i pro zbyvajici tii slozky.

Dokézali jsme tedy, Ze pro skupinu vektoru ey, es, ..., e, plati, Ze
jsou linedrné nezévislé a ze jakykoliv vektor z prostoru R™ lze vyjadrit
jako linearni kombinaci této skupiny vektord. Jedna se tedy o bazi. Tuto

béazi budeme nazyvat kanonickou bazi.

Linearnim obalem mnoziny vektori je mnozina vsech vektort,
které jsou jejich linedrni kombinaci. Linearnim obalem béaze vektorového

prostoru V' by tedy byly vSechny vektory z prostoru V.

RESENY PRIKLAD 5

Vyjédiete vektor v = (6; 7; —2; 0; 10; —1; 2) jako linedrni kombinaci

vektort kanonické baze.

Reseni: Plati, ze

v = 6ey + Tes — 2e3 + 10e5 — eg + 2e7.
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Priklady k procviéeni

3.1)

3.2)

3.3)

Pro vektory v a u spocitejte —u, —8v, |[v||, |ul, v —3u, § +u
av-u pro

a) u=(2, —8,4)av=(1,4,2)

b) u=(14,0,2,8) a v = (7,9, — 6, — 20)

Ovéfte linedrni nezavislost vektort

a) v1 = (0,4,8),va=(2, —3, — 1) avg = (4, — 4,2)

b) v1 =(3,2,12), va = (3,4,4) a vg = (0,1,8)

Vyjadrete nasledujici vektory jako linearni kombinaci kanonickych

vektoru:

a) v1 = (2, —23,0,2, —9,4)
b) va = (0, — 2,3,8,2)

c) va =(1,9,34, — 87,268)

(Pfevzato: ISTOCK)
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Kapitola 4

Matice

Matice umozniuji piehlednou formulaci modelt realnych systému a jejich
primocarou interpretaci. Matice jsou stejné jako vektory pojmem spa-
dajicim do oblasti matematiky nazyvané linearni algebra. Matice jsou
tabulky realnych c¢isel, pro néz jsou definovany urcité operace, prede-
v§im s¢itani dvou matic, ndsobeni matice redlnym c¢islem nebo maticovy
soucin. Pro nékteré typy matic je také definovana inverzni matice. Ty-
pickym prikladem vhodného vyuziti maticového poctu je feSeni soustav
linearnich rovnic s vétsim poctem neznamych. Jak pozdéji uvidime, ma-
tice maji své vyuziti i v teorii grafii, pfi popisu jednoduchych ndhodnych
procesi a v analyze socidlnich siti. Také se pouzivaji ve statistice (kore-
la¢ni a kovarian¢ni matice, regresni analyza, mnohorozmérna statistika).
Na konci této kapitoly zminime v feSeném prikladu aplikaci maticového
poctu, kterd ziskala Nobelovu cenu. Stru¢né objasnime metodu hledani
vlastnich ¢éisel a vlastnich vektor, SVD (Singular Value Decomposition),
LSA (Latent Semantic Analysis) a LSI (Latent Semantic Indexing), coz

jsou techniky analyzy textt.
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Zakladni pojmy

Skalar x reprezentuje jedno ¢islo, n-dimenzionélni vektor x n ¢isel a ma-
tice X m x n realnych cisel. Uzitecné je nepojimat algebru skalard, al-
gebru vektort a algebru matic zcela oddélené (pozname také Booleovu
algebru v kap. 7). Jedna se o prostiedky, které reprezentuji proménné.
Matice obsahuje vice informaci nez vektor, vektor obsahuje vic informaci
nez skalar (jedno ¢islo). Casto je dostacujici pracovat se skaldrem. Pro
nékteré problémy je lepsi ukladat informace ve vektorech nebo maticich.
Klicové je, Ze algebry skalart, vektort a matic definuji pravidla, jak za-
chazet s proménnymi, které jsou rozdilné reprezentované (Barnett et al.
2015).

Matici A o m fadcich a n sloupcich (matice typu m X n) nazyvime

usporadany systém m X n redlnych ¢isel

a11 a12 Q1n

a21 a22 A2n
A= ,

Aml Am2 -+ Qmn

kde a;; €eR,i=1,...,m,j=1,...,n. O n-tici ¢isel

(ai17ai2) MR a/iTL) )

kde ¢ € {1, ...,m}, mluvime jako o i-tém Ffaddku matice A a o m-tici
Cisel

alj

agj

)

Am 5

kde j € {1, ...,n}, mluvime jako o j-tém sloupci matice A. Casto se lze

také setkat s oznacenim radkovy, respektive sloupcovy vektor. V pripadé,

o7



