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Predmluva k druhému vydani

Prvni vydéani této knihy vyslo v roce 2016. V roce 2017 vydalo nakladelstvi Sprin-
ger anglicky pfeklad pod nazvem Quantum Mechanics and Electrodynamics. Tento
preklad byl doplnén o rtzna drobné vylepseni a doslov zabyvajici se nastinem teorie
elektroslabych interakci a jejimi dusledky pro atomova spektra. V tomto vydani jsme
za prvé doplnili do ceské verze to, co je v anglické verzi a nebylo v pivodnim vydéni,
za druhé jsme opravili vSechny chyby, na které jsme v uplynulém case pfisli nebo na
né byli upozornéni, a konecné za tfeti jsme na nékolika mistech vylepsili argumentaci.
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Predmluva

, We have not redefined quantum theory; we carry it to its logical conclusion. (...) We
learned it second or third hand, as an established discipline whose rules and techniques
we came to feel as intuitive and natural, not as a peculiar displacement of classical: we
found and find it almost painful to do 19-th century physics. The great Bohr-FEinstein
philosophical debates which fascinate historians and the philosophers are to us a bit
wrong-headed (...)* [1]

Par slov na vysvétlenou

V soucasné dobé€, kdy existuje fada ucebnic kvantové mechaniky, z nichz nékteré jsou
vyborné a dnes pat¥i jiz mezi ,klasiku“ (napf. pro zacétecniky [2], [3], mirn& pokrocilé
[4]-[6], pokrocilé [7]), a kdy se objevuji dalsi pozoruhodné vyklady (napf. [8]), kdy dédle
existuje fada ucebnic kvantové elektrodynamiky, popf. kvantové teorie pole, z nichz je
opét fada vybornych (opét v Siroké stupnici od snazsich, napf. [9]-[13], po niro¢né;jsi,
napt. [14]-[18]), a kdy pfes internet je mozno takika jakoukoliv uéebnici vyhledat,
stdhnout a vytisknout, citime potfebu predeslat omluvu, ¢i par slov na vysvétlenou
za to, ze prichazime s dalsi ucebnici zabyvajici se vykladem kvantové mechaniky a
elektrodynamiky.*

1. Symetrie jako parita, moment hybnosti, atd. a jejich vyuziti pro feseni kvantove-
mechanickych dloh, napf. Wignertv-Eckartiv teorém, se vétsinou vyklada na
tak obecné trovni, ze nezasvécenému, pokud je viibec pochopi, neni viibec jasné
k ¢emu jsou dobré. Z tohoto diivodu vénujeme zna¢nou pozornost feseni nejjed-
nodussich fyzikalné zajimavych problému, jeZ neni mozné vyfesit presné, jako
anharmonicky oscildtor a heliovy atom. Toto feSeni, oproti jinym ucebnicim,
dotdhneme do konce, nikoliv jen ,nahodime“. V dobé, kdy program na dia-
gonalizaci matic je standardni soucasti knihoven pokrocilych programovacich
jazyku jako Maple, Matlab, Mathematica, Octave, Scilab, Maxima, jsme chtéli
studentiim ukazat, jak si takové llohy mohou sami vyfesit na osobnim pocitaci.

Domnivame se, ze problém symetrii a jejich vyuziti je, paradoxné, mnohem
snaz$i na pochopeni, pokud se kvantovd mechanika vyklada zptisobem, ktery

INa rozdil od klasické elektrodynamiky, kde se staticka ¢ast problému oznaduje jako elektrostatika
a magnetostatika a vyklada se nezavisle na klasické mechanice, se kvantova elektro- a magneto-statika
obvykle vyklada souhrnné s kvantovou mechanikou.
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zduraziuje jeji abstraktni, algebraickou, formulaci, nikoliv zptisobem zaloZenym
na Schrédingerové vlnové funkei.

Algebraicky pfistup umoziiuje elegantni feSeni nékolika mélo fyzikdlné zajima-
vych problémt, které jsme schopni fesit presné, jako harmonicky oscilator, mo-
ment hybnosti, skldadani momentu hybnosti a vodiku podobné atomy. Tento
pristup umoznuje kdykoliv zrekonstruovat feSeni, véetné vinovych funkci, bez
toho, ze by clovek potfeboval védét, jaky je tvar nejruznéjsich ortogonalnich
polynom1, atd.

Vyhoda algebraického pristupu se dale stane zfejmou pfi feseni problému, které
nelze fesit presné. Jednd se o vypocet maticovych elementd pro variaéni vy-
pocet anharmonického oscilatoru, problém zahrnuti spojitého spektra pri vari-
a¢nim vypoctu viceelektronovych atomt, thlovou a radialni ¢ast integrace pfi
vypoctu maticovych elementi elektron-elektronové interakce, jez jsou potieba
pri varia¢nim vypoctu viceelektronovych atomi atd.

Nutno zdiraznit, Ze problém symetrii a jejich vyuziti neni podruzny. Naopak je
zcela klicovy ve vSech oblastech fyziky, kde se kvantova mechanika pouziva, a
kromé samotného pochopeni fyzikalniho obsahu kvantové mechaniky predsta-
vuje podle naseho nézoru to hlavni, co by mél student z kvantové mechaniky
pochopit.

. Chtéli jsme vylozit relativistickou kvantovou elektrodynamiku zptsobem, ktery

by minimalizoval vyklad jejich formalnich stranek, popf. ktery by zdaraznil,
pro¢ je nutné z praktického hlediska té které formalni strance vénovat pozor-
nost, ktery by umoznil ,vidét“ za formalismus a ktery by pfritom dotahl az do

vvvvvv

tové elektrodynamiky na atomova spektra.

Kvantova elektrodynamika se zvlasté v modernich ucebnicich jako nap¥. [9], [14],
[15)% formuluje a vyklada pro vysokoenergetické rozptylové procesy jako nejjed-
nodussi priklad teorie zalozené na Lorentzové a kalibra¢ni invarianci. Pouziva
se pritom velmi elegantni a mocny, ale, alespon pfi prvnim seznameni, pomérné
nrofny formalismus moderni kvantové teorie pole (Dysontv-Wicklv rozvoj,
drahové integraly).

To muze vést k dvéma mylnym zavérum. Za prvé, Ze ,nizkoenergeticti“ fyzi-

kové nemuseji o relativistické kvantové elektrodynamice nic védét. Za druhé, ze
bézny formalismus kvantové mechaniky je nutno od samého pocatku zahodit a
naucit se zcela novy formalismus kvantové teorie pole. To je ale pfili§ narocné a
vzhledem k prvnimu bodu to ani nestoji za ndmahu. Navic u procest kvantové
elektrodynamiky, které maji nejvétsi vyznam pro fyziku nizkych energii, jako je
napiiklad spontanni emise, je mozno, alespon v prvnim a pro praktické acely
postacujicim pfiblizeni vliv relativistickych efekt na pohyb elektronti zcela za-
nedbat. Toto priblizeni, nazyvané nerelativistickd kvantova elektrodynamika, je
podstatné snazsi na pochopeni nez liplna relativisticka teorie.
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Toto hledisko nesdilime. Jakmile jdeme za prvni pfiblizeni, narazime i v ramci
nerelativistické teorie na tzv. virtualni procesy, které nelze v ramci nerelati-
vistického priblizeni aplné vytesit. Nerelativistickd kvantova elektrodynamika
je tak nutné neuplna teorie. Navic se domnivame, Ze kvantova teorie pole —
podobné jako obecna teorie relativity — patii k zakladnimu vzdélani fyzika. Ko-
necné, metody kvantové teorie pole se ukazaly byt velice uzitecné v kvantové
teorii mnoha &astic, viz napf. [14], [19].

P1i vykladu potiebné relativistické teorie vsak, na rozdil od bézného postupu,
nejprve odvodime vliv fluktuaci elektromagnetického a elektron-pozitronového
pole (vlastni energie elektronu a polarizace vakua) na vizany elektron bézné
pouzivanym formalismem kvantové mechaniky (,,0ld fashioned perturbation the-
ory“) a poté ukdzeme, jak lze vysledné vzorecky zjednodusit do moderni po-
doby (,,new fashioned perturbation theory“) pomoci Feynmanova vykladu po-
zitrontl jako elektron® pohybujicich se proti toku ¢asu. Takové odvozeni neni
ani nejkratsi, ani nejlogi¢téjsi, umoziuje ale jasné urcit, v ¢em tkvi pfechod
od nerelativistické k relativistické teorii a kde je ve Feynmanovych diagramech
ukryta bézné uzivana casové nezavisld poruchovd metoda, Coulombiv zikon,
atd. U¢ebnice [10] se z dosavadnich uéebnic nejvice blizi zde zvolenému p¥istupu.

7 vyse feceného je ziejmé, Ze tento text neni encyklopedické povahy, nesnazili jsme
se pokryt vSechna témata, ktera se bézné vykladaji, nybrz snazime se nékolik konkrét-
nich problému vylozit ve vétsim detailu, nez je obvyklé. Vérime pfitom, ze myslenky
je nutno vykladat na konkrétnich pfikladech. Pokud student myslenku pochopi, tak
si jeji zobecnéni na jiné problémy zvladne provést. Pristup, kdy se myslenky vykla-
daji tak obecné a presné, jak je jen mozné, a predpoklada se, Ze pouziti na konkrétni
problémy si student zvladne provést sdm, pokladdme za scestny.

Déle jsme se na jedné strané snazili maximalné snizit diskusi ¢isté€ formalnich stra-
nek problémi, na druhé strané jsme se snazili vyhnout vyrokam ,dé se ukazat, ze“.
Tedy s mirou presnosti vyjadfovani bézné ve fyzikalni literatufe jsme se snazili vSe
motivovat a logicky zdtvodnit. Mira pfesnosti vyjadifovani vyzadovana Cistymi ma-
tematiky je autorim cizi. Domnivame se, Ze pifi vysvétlovani fyzikalnich dloh vede
pouze k tomu, Ze jednoduché véci ptisobi slozité.?

Dale nedélame to, co je az prilis bézné, tedy abychom oddélovali matematiku od
fyziky. To znamend, Ze potfebujeme-li néjakou ¢ast matematiky, tak ji na konkrétnim
prikladu, ke kterém ji potfebujeme, vylozime v nezbytné mite. Ptistup, kdy autori,
pokud mozno do dodatku, shrnou matematickou teorii v celé jeji ,paradé“ a ctenafe
upozorni, ze to, co pravé potfebuji, je zvlastni pripad obecné matematické teorie,
takze vznikd dojem, Ze by se ¢tenaf mél naucit i celou matematickou teorii, pokla-
déme za mirné nestastny. Na rozdil do jinych autort se domnivdme, Zze k pochopeni
kvantové mechaniky a jejimu praktickému ovladnuti neni potfeba cokoliv védét o
matematickych teoriich Hilbertovych prostori, distribuci, Lieovych grup, feSeni line-
arnich diferencialnich rovnic Fuchsova typu, ortogonalnich polynomech atd.

3Uméni aproximace, tj. uméni odhadnout stupei pfesnosti, s jakou musim pracovat, abych se
dobral kyzeného vysledku, je nedilnou soucasti ,uméni fyziky“. Ve stejném duchu by se ale mél vést
i vyklad fyziky. Navic absolutni pfesnost mysleni pokladame za prelud lidského ducha. Nepochybné
se najde fada ctenéri, kteri toto hledisko nesdili. Napf. jeden student nazval pfednasku zalozenou
na této ucebnici ,trestem za uspésné slozenou zkousku z funkcionélni analyzy*.
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Nakonec, nas pristup ke kvantové teorii je veden presvédcenim, ze tikolem teorie je
vysvétlovat a predpovidat experimentalni fakta. Fyzika se zajimé o natolik jednodu-
ché systémy a jeji metody jsou natolik presné, Ze tyto fakta maji podobu, nékdy dosti
presnych, ¢sel.* Jen s trochou piehdnéni tak miizeme Fici, ze tikolem teorie je vy-
svetlit velké mnozstvi ¢isel ziskanych ze vSech proveditelnych experimentii z néjakého
velmi malého mnozstvi &isel.> Kvantova elektrodynamika plni tuto tlohu, jak se nam
snad podari dale ukazat, vice nez dobfe. Jiz na tomto misté mizeme poznamenat, ze
nékolik ¢isel, které potfebujeme vzit z experimentu, jako konstantu jemné struktury,
Rydbergovu konstantu (co tyto ndzvy oznacuji se étenaf, ktery o nich nic nevi, dozvi
pozdéji), pomér hmotnosti elektronu a protonu, elektronu a mionu a pfipadné dalsich,
staci k souhlasu teorie a experimentu s pomérnou nejistotou 1 dil v 109 piipadné jesté
mensi.6

Pokud vylozené zasady vykladu ¢tenafi nevyhovuji nebo nenajde-li zde, co hleda,
at sdhne po jiné ucebnici, napf¥. po jedné z téch zminénych v tvodu tohoto tvodu.
Ucebnice [7] a [18] jsou vyloZzené encyklopedického charakteru.

Co se tyce odkazu na literaturu, odkazujeme se na nékolik zakladnich ucebnic, které
dobfe zname a které jsou vétsinou vieobecné znamy.” Uéebnich textii o kvantové teorii
je takové mnozstvi, ze poridit jen jejich seznam je nad nase sily. U zakladnich partii
(prvni t¥i kapitoly) pravdépodobné ani nemd smysl upozoriiovat, pokud jsme se pii
odvozovani vysledkt nechali inspirovat jinde. U pokrocilejsich se o to obcas pokusime.
Pokud neupozornime, kde jsme se inspirovali, tak to samozfejmé nutné neznamena,
Ze nas vyklad je puvodni.

V textu se nachazi mnozstvi uloh; jejich hlavnim ucelem je, aby si ¢tenaf mohl
vyzkouset, do jaké miry pochopil to, co ptecetl. Ulohy jsou podle obtiznosti znaceny
poétem znak?i M. Pokud je étenai schopen vyftesit byt jedinou tilohu, je schopen i

v,

rozpoznat, jestli vice znaki A znac¢i tlohu t&z8i nebo lehdi.

Kvantova teorie je dnes neodmyslitelnou soucéésti fyziky atomt, molekul, optiky,
pevnych latek, atomového jadra, elementarnich c¢astic, vyvoje a zavéreéného stadia
ynormalnich® hvézd a neutronovych hvézd. Rozhodli jsme se omezit vyklad na pou-
ziti kvantové teorie na fyziku atomt, elektromagnetického pole a jejich vzadjemného
ptsobeni. Tato oblast ma tu vyhodu, Ze bez velké znalosti experimentalnich dat je
ziejmé, jaké priblizeni je vyhodné udélat a jak k nim spocitat opravu. A u néceho se
zacit musi. Navic atomova fyzika, zejména diky pokroktim v experimentalni technice,
je stale jedno z nejzivéjsich odvétvi fyziky. K tomu se staci podivat na Nobelovy ceny;
za prace z atomové fyziky byly udéleny za poslednich dvacet let ¢tyrikrat: 2012 za
experimenty umoznujici manipulaci jednotlivych mikroskopickych objektt vykazuji-
cich kvantové vlastnosti, 2005 za presné spektroskopické metody a méfeni, 2001 za
Boseho-Einsteinovu kondenzaci atomt a 1997 za chlazeni a uvéznéni atomt. Takze co
nasleduje, je ,klasika“, nicméné klasika stéle ziva!

4V [20] je popsén experiment ve kterém byla jista spektralni ¢ara iontu !7'Yb*t zméfena s po-
mérnou nejistotou 7,1 x 10717,

5Samoziejmé, ¢im mensi je mnozstvi &isel, které do teorie vkladame, tim lépe.

6Viz napt. [21].

"Pro eského Ctenafe bychom v této souvislosti méli zminit uéebnice [22]-[24].
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Predpoklady

Nasledujici je zejména pro samouky, ktefi maji nase velké sympatie. Pfestoze o fadé
pokrocilych matematickych teorii ¢tenaf ,nemusi mit ani paru“, je nutné aby partie
matematiky, které se vétsinou vykladaji pod nazvy jako linearni algebra a matema-
tickd analyza, prakticky ovladal na slusné trovni. Tedy, méa-li ¢etba této ucebnice
prinaset radost a nikoliv frustraci, musi byt splnéno nasledujici.

1.

Ctenaf je zbéhly v diferencialnim a integralnim poétu jedné proménné, v zacha-
zeni s komplexnimi ¢isly, vektory a maticemi.

Ctenaf ma jistou znalost diferencidlniho a integralniho poétu vice proménnych
a vektorové analyzy. Tato znalost nemusi byt nikterak hluboké; zcela postaci
na Grovni, na jaké se vyklada v zékladnich kursech fyziky, viz napf. [25]. Napf.,
v dile I., kapitola 14.5. se vyklada, co je parcialni derivace, v dile II., kapitoly 2
a 3 je vylozen diferencialni a integralni pocet vektorovych poli, atd.

Pro partie tykajici se kvantové elektrodynamiky, kapitoly 6 a 7, je nutna znalost
funkce komplexni proménné v mife, v jaké se vyklada napt. v [26].

Dale jsme predpokladali, Ze ¢tenar je alespori zbézné obezndmen s klasickou
mechanikou, elektrodynamikou a specialni teorii relativity. Znalost na drovni
ucebnice [25] by opét méla byt vice nez postacujici. Jistd obezndmenost s Ha-
miltonovou formulaci klasické mechaniky nemtize byt na skodu, ackoliv neni
klicova. Klasické ucebnice jsou [27], [28].
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Jakubovi Zahumenskému, Ladé Vybulkové a Tomasi Javirkovi za pomoc pfi
vytvafeni prvotni verze rukopisu,

obéma recenzenttim, Romanu Curikovi a Tomasi Manéalovi, za celou fadu upo-
zornéni, od poukazani na drobné chyby po zasadni vylepSeni argumentace,

Arnostu Mladkovi za upozornéni na fadu nepresnosti,

odbornému redaktorovi Vaclavu Hozmanovi za pomoc s jazykovou upravou
textu,

prof. Janu Valentovi dékujeme za obrazek spektralni ¢ary sodikového dubletu
uvedeny na obaélce,

nasemu vzacnému uciteli, bohuzel jiz zesnulému, prof. Lubomiru Skalovi, za jeho
podporu a povzbuzeni v pocatecni fazi tohoto projektu.
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Znaceni, konvence, jednotky a
experimentalni data

Znaceni

a

a*

A

A

A AT AT

1

diag {ay,...,an}
A

A

A

[4,b] = ab — ba
{4,b} = ab+ ba
+)

I-)

._ _0
v Oz,

Ve =V £iVs
R

R

Q=i

dQ = dpdd sin ¥

skalarni veli¢ina, slozky vektori a jejich velikosti
komplexni sdruzeni

tfirozmérny vektor

Gtyfrozmeérny vektor (,,¢tyfvektor)

matice, jeji transpozice a hermitovské sdruzeni
jednotkova matice

diagonalni matice zadana vlastnimi ¢isly
skalarni operator, slozka vektorového operatoru
tfrozmérny vektorovy operator

Ctyfrozmérny vektorovy operator

komutator
antikomutator
spinovy stav 17+7>
spinovy stav §,f§>
diferencialni vektorovy operator

Casto pouzivana kombinace slozek vektorového operatoru
realna ¢ast komplexniho c¢isla

imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

Casova derivace

diferencial prostorového thlu

Séitaci konvence

e Skalarni soudin v trojrozmérném i ¢tyirozmérném prostoru je znacen centrova-
nou teckou, tedy a-bia-b.

e Slozky t¥ivektort nesou latinsky index (i, j, k, ...

), slozky ¢tyfvektoru jsou

rozeznatelné podle Feckych indext (p, v, ...).

e Pouzivame Einsteinovu scitaci konvenci, tj. pokud jsou dva indexy stejné tak se
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pres né scita, napft.
a;b; = a1by + azbs + azbs,
pfipadné pro &tyivektory vzdy s metrikou (+1,—1,—1,—1) a vzdy s dolnimi
indexy
aubﬂ = aobo — a1b1 — U,ng — a3b3 .

Slozkovy formalismus

Skalarni soucin piseme ve slozkich s vyuzitim vySe zminéné Einsteinovy séitaci kon-
vence

04, , O

A-B :Aij :5iinBj7 V-A= ox; ’ o 0x;0x; ’

kde Kroneckertiv symbol

Vektorovy soucin piSeme ve slozkach

A
(A xB); = €1 A; By, (VxA) = eijk% ,
€L

kde Levi-Civittv symbol

€123 = €231 = €312 = 1,

Il
|
_

€213 = €132 = €321

€ijk =0,
kdyz libovolna dvojice indexi 47, 7k nebo ik nabyva stejnych hodnot.
Vsechny identity vektorového poctu a vektorové analyzy pouzivané v textu lze
odvodit z identity
€ijk€ipg = 0jpOkq — GjqOkp - (1)

o jejimz dikazu je nejlépe se presvédéit primym dosazenim.

Jednotky

Pokud neni feceno jinak, pouzivame tzv. pfirozené jednotky, ve kterych h = c=¢¢ =
1. Fyzikalni rozmér nékterych zakladnich veli¢in v této soustaveé je uveden v tabulce 1.
Pfevodl mezi systémy budeme potfebovat jen malicko. V rovnici (3.12), oddil 3.2.3, je
ukazano, jaky rozdil frekvenci v hertzech odpovida rozdilu energii v elektronvoltech.
Zbyvajici pfevody pro Géinny prufez, ¢as, elektrickou intenzitu a magnetickou indukci
jsou souhrnné vysvétleny nize.

Pii pfevodu jednotek v rovnici (6.161) postupujeme nasledovné. V pfirozenych
jednotkach je hmotnost elektronu [29]

me = 0,5109989 MeV ; (2)
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rozmér v systému jednotek

veli¢ina symbol SI prirozeném
energie E J eV
hmotnost m kg eV
rychlost v m/s 1
¢as t s eV~!
uéinny prifez o m? eV—2
elektrickd intenzita E V/m eV?
magnetickéd indukce B T eV?

Tab. 1: Soustavy jednotek vyuzivané v textu.

redukovana Plankova konstanta & a rychlost svétla ¢ jsou rovny jedné,

h=1={h}J-s, {h}=1,0645717x1073 (3)

c=1={ctm-s7t, {c} =2,99792458 x 10°. (4)

Cisla ve slozenych zavorkach jsou hodnoty v soustavé SI [29]. Déle, jeden elektronvolt
: 8
je roven

leV=1e-1V=1{e}J, {e}=1,6021766x 107, (5)

Kombinaci téchto tii rovnic dostaneme
_ h h
(1eV) 1:{;}(1111), {;}:1,9732696><107. (6)

Po dosazeni (2) za m a (6) do rovnice (6.161) dostaneme uvedené ¢islo.
V oddilech 4.4.7 a 4.5.3 potiebujeme pievést intenzity magnetickych a elektrickych
poli z SI jednotek do atomovych jednotek. Pro intenzitu elektrického pole mame

1Y {hc} (eV)?;

m e
odtud dostaneme pro vyg, (4.79),

eE  {E}(eV)?
m2a3  m2a3

h
e = {ec} ~ 1,945{E} x 10712, (7)

Podobné pro intenzitu magnetického pole mame

2
le-T = 1gi = {hc} (eV)?;

m m (&

8Elementéarni naboj znacime ,e“. To proto, Ze pod ,e“ rozumime Eulerovo &islo. Znak ,eV* je
potieba chapat jako celek, znaci jednotku elektronvolt.
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odtud dostaneme pro g, (4.56),
eB  {B}(eV)?

2,2 22
mio mzo

he? _6
VB = — ¢ ~4,254{B} x 107°. (8)
e

Konecné, v oddilu 6.2.8 potiebujeme pfevést dobu zivota stavi z pfirozenych
jednotek do jednotek SI. Kombinaci rovnic (3) a (5) dostaneme

1(eV) ™t = {6}% = {Z}s

Dobu zivota v sekundéch tak mtzeme pocitat z rovnice (6.103)

1 (h 1
Tp:m{e} 2 Wpok (9)

m

v 2 7 E w
kde bezrozmérny vyraz =—2=k
m

z rovnice (2).

spocteme z rovnice (6.102) a za m dosadime m,

Zakladni konstanty

Zékladni fyzikalni konstanty, které je nutno vzit z experimentu a které budeme po-
tfebovat jsou uvedeny v nasledujich oddilech:

e konstanta jemné struktury o v 3.2.3
e Rydbergova konstanta vynasobena rychlosti svétla Ro.c v 3.2.3

e pomér hmotnosti elektronu a protonu, elektronu a mionu, elektronu a deuteronu
v 3.2.6

e hmotnost elektronu m, v rovnici (2) uvedené vyse.

Experimentalni data

Kvantitativni experimentalni data, se kterymi budeme porovnavat teoretické predpo-
védi, jsou uvedena v nasledujich oddilech:

e prechod 2s — 1s ve vodiku, deuteriu a mionu v 3.2.6

e piechod 1% — 1's ve vodiku a mioniu v 3.3

e piechod 2p3/5 — 2p; /2 ve vodiku v 3.5.2

e piechody 235 — 2%, 235 — 2%, 235 — 2%, v pozitroniu v 4.4.9

e prechod 21S — 115 v heliu v 5.3.7

e piechod 1% — 1's a doba zivota stavu 1's pozitronia v 7.3.2

e gyromagneticky pomér elektronu g, v 7.5.7

e prechod 2p; /5 — 25 ve vodiku, mioniu a mionovém vodiku v 7.6.6

e prechod 2% — 13s v pozitroniu v 7.8.5.
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Kapitola 1

Zaklady kvantové mechaniky

V této kapitole si vylozime zékladni principy kvantové mechaniky. Na piikladu Ster-
novych-Gerlachovych experimentd pro ¢4stici se spinem 1/2 budeme ilustrovat, jak
jsou tyto principy zabudované do matematického formalismu. Vse podstatné z kvan-
tové mechaniky lze pochopit na vykladu a popisu téchto jednoduchych experimentu.
harmonického oscilatoru si ukazeme vztah mezi abstraktnim a konkrétnim pojetim
tohoto formalismu.

1.1 Zakladni principy

Neni nic mystického na kvantové mechanice, pokud jsme ochotni prijmout néasledujici
principy. Tyto dva principy obsahuji vSe, co je na chovani mikroskopickych c¢astic
zvl4stni, at uz z hlediska nasi kazdodenni zkusenosti, ¢i klasické fyziky. Tyto principy
neni mozné logicky odiivodnit; tviirci kvantové mechaniky! k nim dospéli za pomoci
experimentalnich dat. Na druhé strané, pokud tyto principy prijmeme, vSe ostatni
v kvantové mechanice je takika logicky nevyhnutelné. Pokud se jednoho dne ukéaze,
7e kvantovou mechaniku je potfeba pozménit,? bude potifeba pozménit nasledujici
dva principy.

1. Jsme schopni predpovédét pouze pravdepodobnosti procesti.

Poprvé se s timto faktem fyzici setkali pfi rozboru radioaktivnich procesi a
vyzafovani svétla atomy. Jiz roku 1905 Rutherford konstatuje, ze pocet jader
N(t), jez se radioaktivné rozpadly v ¢ase t, je dan formuli N (¢) = N(t = 0)e™ ",
kde v je konstanta zavisejici na konkrétnim jadru (to jest, jestli sledujeme jadra
uranu, radia, atd.). AZ postupem ¢asu si fyzici uvédomili, Ze nic lepsiho nez
tento statisticky zakon platny pro velkd N nejsme schopni poskytnout. Béhem
radioaktivniho rozpadu nevime totiz presné, kdy se které jadro rozpadne, umime

ITo jsou Heisenberg, Schrédinger, Dirac a Born, s klicovymi piispévky od Plancka, Einsteina,
Bohra, De Brogleiho a Pauliho.
2Tuto moznost viak autofi nepokladaji za pravdépodobnou.
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jen predpovédét pravdépodobnost rozpadu typického jadra v kazdém okamziku,
a tedy jen stifedni pocet Castic, které se rozpadnou za néjakou dobu.

Roku 1917 provadi Einstein analyzu zafeni absolutné ¢erného télesa a dochéazi
k zavéru, ze pro spontanni emisi plati to samé, co bylo vyse feceno pro radi-
oaktivni rozpad. Je-li atom v excitovaném stavu, po urcité dobé, kterou jsme
pro konkrétni atom schopni urcit pouze statisticky, vyzafi foton a prejde do
zékladniho stavu. Je ironii osudu, Ze Einstein, ktery si zfejmé prvni uvédomil
nutnost pravdépodobnostniho popisu, se s timto popisem nikdy nesmiril.

Ptisny determinismus je tedy v mikrosvété narusen. Stejna pfic¢ina — atom v exci-
tovaném stavu, méa rozdilné nasledky — atom vyzaii foton a piejde do zakladniho
stavu nékdy za 2 x 1079 s, nékdy za 5 x 1079 s atd.

Co vSak déla chovani mikroskopickych c¢astic tak zvlastni, je zpusob jakym je
nutné pravdépodobnosti pocitat.

. Pravdépodobnost jevu P je ddna kvadrdtem amplitudy pravdépodobnosti A, kde

A je obecné komplexni &islo, P = |A|?> = AA*. Amplitudy nezdvisljch procesi
se ndsobi. Pokud jsou dva v principu nerozlisitelné zpusoby, jak se systém muze
dostat z pocdatecniho do koncového stavu, musime scitat amplitudy téchto pro-
cesu.

Tlustrujme si tyto principy na znamém dvojstérbinovém experimentu na obr. 1.1.
Pravdépodobnost toho, Ze ¢astice (napf. elektron) vysland ze zdroje Z bude
zachycena v detektoru D, je dana podle pravé vysloveného principu jako

P(Z — D) =|A(Z - 1)A(1 — D) + A(Z — 2)A(2 — D)|* =
=|A(Z - 1)A(l = D)* +|A(Z — 2)A(2 = D)|* +
+2R(A(Z = 1)A(1 = D)A*(Z — 2)A*(2 —» D)).

Prvni ¢len na pravé strané rovnice udava pravdépodobnost, ze Castice projde
prvni stérbinou, druhy clen, Ze projde druhou Stérbinou. Tyto pravdépodob-
nosti jsou dany soucinem pravdépodobnosti, ze ¢astice vyslana ze zdroje Z do-
jde k jedné z stérbin a od jedné z stérbin k detektoru D. Pravdépodobnosti
nezavislych procest, ¢astice dojde od zdroje k stérbiné a ¢astice dojde od stér-
biny k detektoru, se nasobi. Tento vysledek je diisledkem principu, Ze amplitudy
nezavislych procest se nasobi. Na tom nic podivného neni. Co je podivné je, ze
celkova pravdépodobnost, ze ¢astice dojde od zdroje k detektoru, meni rovna
souctu pravdépodobnosti, Ze ¢astice projde jednou ze $térbin. Muze za to tfeti,
tzv. interferencni, ¢len. Pokud budeme vysilat jednotlivé &astice,®> budeme je
zaznamenavat a sledovat vysledné rozlozeni dopadajicich ¢astic v roviné detek-
toru (napf. v roviné detektoru poloZime fotografickou desku), dostaneme tzv.
interferencni obrazec sestavajici z pruhi, kde dopadne velké mnozstvi Castic,
které se budou stfidat s pruhy, na které takika zadné ¢astice nedopadnou.

Tento interferencni obrazec je snadno pochopitelny v pripadé, ze cely experi-
ment provadime s vlnami. Vlnéni vyslané ze zdroje dojde k stérbinam, které
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muzeme povazovat za nové zdroje. Vlny z téchto dvou stérbin dopadnou na ro-
vinu detektoru obecné fazové posunuté, pricemz fazovy posun zavisi na misté
dopadu. Na nékterych mistech vlny dopadnou se stejnou fazi, tj. ,hifebeny“ a
,adoli“ obou vln budou totozné, na jinych mistech vlny dopadnou v protifazi,
tj. tam, kde ma jedna vlna ,hieben“, druhd ma ,udoli“. Mista, kde jsou viny
ve fazi, jsou pruhy, na které dopadne velké mnozstvi ¢astic; mista, kde jsou
v protifazi, jsou pruhy, na které ¢astice nedopadnou.

Nutno vsak zddraznit, ze elektrony, protony, neutrony, atd. vzdy zachytime
jako castice, tj. detekce je proces, ktery je presné lokalizovany v prostoru a ¢ase
(¢astice dopadne ,ted a tady*).

VInové-casticovy dualismus je tak zabudovan do kvantové mechaniky prostiednic-
tvim dvou vysSe zminénych principi. Vzdy pocitdme amplitudy podle druhého prin-
cipu, abychom byli schopni popsat vlnové chovani elektront tak, jak se projevuje napft.
v dvojstérbinovém experimentu. To, Ze elektron zachytime jako ¢astici, nas ale nuti
vykladat kvadraty amplitud jako pravdépodobnosti. Podotknéme, Ze dvojstérbinovy
experiment byl pomérné neddvno skute¢né proveden [30].

1 i detektor

«a-Castice 9
.. .’
zdroj jadro

- Obr. 1.2: Rozptyl a-¢astice na jadru

Obr. 1.1: Dvojstérbinovy experiment

Jiny priklad kvantové mechanické interference je mozno ilustrovat na rozptylu dvou
nerozliSitelnych ¢astic. Ernest Rutherford ve svém slavném experimentu, ostieloval
tézké atomy o-Casticemi.* Diky vyrazné vétsi hmotnosti a-Gastice, nez je hmotnost
elektronu, je mozno zanedbat vliv elektrond na pohyb a-¢astice. Pravdépodobnost
rozptyleni a-¢astice do prostorového thlu df2 = sin9¥dddp za jednotku c¢asu délenou
plosnou hustotou toku nalétavajicich a-¢astic, je dana podle prvniho principu vzorcem

do
— =[f(9)]?, 1.1

o =1r) (11)
kde o se nazyva ucinny pritez a f(¥) je tzv. amplituda rozptylu. Osa z, od které se
odecita thel 9, je ztotoznéna se smérem, ve kterém nalétavaji a-Castice, viz obr. 1.2.
Za predpokladu, Ze vzajemné puisobeni a-Castice a jadra je Cisté elektrostatické, byl
Rutherford schopen pro amplitudu f(9) odvodit formuli, viz nap¥. [27], ktera byla

4Tento experiment dovedl Rutherforda k modelu atomu, ktery v hrubjch rysech pokladame
dodnes za spravny.

25



KAPITOLA 1. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

v souhlase s experimentalnimi daty. Z historického hlediska bylo $tésti, ze Rutherford
ostfeloval tézka jadra, kde elektrostatické ptisobeni nedovoli priblizit se a-¢asticim
blizko jadrim. Pro leh¢i jadra se projevi vliv jaderné sily. Jesté vétsi stésti bylo, ze
neostieloval a-Gasticemi a-c¢astice. Dostal by v tehdejsi dobé (1912) nepochopitelny
vysledek. Neni totiz mozné rozlisit proces, kdy se ¢astice rozptyli do thlu ¥, od pro-
cesu, kdy se rozptyli do thlu 7 — ¢ (obr. 1.3), ¢astice jsou principidiné nerozlisitelné.
Uhlové rozdéleni rozptjlenych a-¢éstic bude v tomto piipadé dano

do
dQ

= |f(0) + f(m = ). (1.2)

Obr. 1.3: Srazka nerozliitelnych c¢astic

1.2 Matematické schéma kvantové teorie

1.2.1 Sternovy-Gerlachovy experimenty

Sterntv-Gerlachtav experiment byl navrzen Otto Sternem r. 1921 a poprvé ve spolu-
praci s Walterem Gerlachem proveden r. 1922. Sternovy-Gerlachovy experimenty se
zabyvaji méfenim vnitfniho stupné volnosti elektronu — spinu. Projekce spinu elek-
tronu do libovolného sméru, ,stav systému“, mtize nabyvat pouze dvou hodnot. Mate-
maticky aparat kvantové mechaniky je mozno vylozit na tomto jednoduchém systému.

Elektrony (v pvodnim pokusu atomy st¥ibra) jsou rozpaleny v peci s malym otvo-
rem, kterym mohou vylétavat ven. Zkolimovany paprsek poté prochazi nehomogen-
nim magnetickym polem, vytvofenym mezi opa¢nymi pdély magnetti, z nichz jeden
ma ostry hrot, obr. 1.4. Ve vnéjsSim elektromagnetickém poli se elektron chova jako
elektricky monopdl a magneticky dipdl. Velikost magnetického dipolového momentu
p je imérna vnitinimu mechanickému momentu hybnosti, spinu s,

n=Ks.

Konstanta iimérnosti je rovna
K = g.e/m.,

kde g. se nazyva gyromagneticky pomér. Pro elektron je pfiblizné roven 1.
Klasicka energie magnetického dipdlu o velikosti g v poli o indukei B = (0,0, B) je

EFE=—-p-B=-Ks-B=-Ks,B. (1.3)
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Sila, kterou piisobi pole na elektrony, je ddna vztahem

Odsud je vidét, ze pro rozdéleni svazku na zékladé magnetického momentu neni pod-
statna velikost pole, nybrz jeho nehomogenita.

Na atomy s s, < 0 bude proto piisobit sila smérem ,dola“ a pro s, > 0 ,nahoru”,
tedy dojde k rozstépeni svazku atomi podle hodnot s,. Protoze atomy v peci jsou
orientovany ndhodné, neméla by podle klasické mechaniky ve vysledném rozdéleni do-
padi na detektor prevazovat zadna hodnota s, a méli bychom dostat spojité rozéleni.
Misto toho ze Sternovy-Gerlachovy aparatury vychézeji dva rozlisitelné svazky atomii
— realizuji se jen dvé hodnoty s s, = £1/2. Co je zvlastniho na ose z7 Nic. Projekce
spinu do libovolné osy nabyva pouze dvou hodnot.

vodié

Obr. 1.4: Sternova-Gerlachova sestava

UvaZujme nyni postupné spojeni trojice pard magneti (,vylepSeny“ S-G), které
jsou umistény jako na obrazku 1.5. Svazek elektront vstupuje do prvniho magne-
tického pole a stépi se na dva svazky podle orientace spinu jednotlivych elektront,
pfifemz pravdépodobnosti, Ze spin s, bude roven 1/2 nebo —1/2, jsou stejné (ome-
zujeme se na z-ovou slozku spinu). Tyto dva svazky déle vstupuji do druhého mag-
netického pole, kde je umisténo stinitko. Toto stinitko zachytava elektrony s urcitou
projekci spinu do osy z. Druha ¢ast svazku pokracuje dal do tfetiho magnetického
pole, kde je smér jeho drahy opét zakfiven zpatky do ptivodniho sméru.

V nésledujicim vykladu pouzivame pro vylepseny Sterntv-Gerlachiv pristroj sche-
matické znacky na obrazcich 1.6 a 1.7.

TZ

7
Obr. 1.6: Filtr s, = —|—% Obr. 1.7: Filtr s, = —%
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™

Obr. 1.5: ,VylepSeny“ Sterntv-Gerlachtv pristroj se zdbranou propoustéjici jen jeden ze
svazku.

@

Na dalsich fadcich popiseme nékolik typickych situaci, k jakym miZze v podobnych
experimentech dojit.

1. (Obr. 1.8) Vsechny elektrony, které vylétavaji z prvniho pfistroje, maji spin ori-
entovany ,nahoru“. S jakou pravdépodobnosti v druhém pfistroji zachytime elektron
se spinem orientovanym ,,dold*“? Odpovéd je, Ze nezachytime nic. To je pochopitelné,
vzdyt z prvniho pfistroje jsme propustili jen ty elektrony, které maji spin orientovany
,nahoru“!

< <=

? ?

Obr. 1.8 Obr. 1.9

2. (Obr. 1.9) Vsechny elektrony, které vylétavaji z prvniho pfistroje, maji spin orien-
tovany ,nahoru“. S jakou pravdépodobnosti v druhém pristroji, ktery je vici prvnimu
pootocen o pravy thel, zachytime elektron se spinem orientovanym ,,doprava“? Zachy-
time polovinu elektronii, které vystupuji z prvniho pfistroje. O konkrétnim elektronu
ale neumime fict, jestli ptijde ,doleva‘ nebo ,doprava“. Tento experiment je ilustraci
principu 1, jsme schopni predpovidat pouze pravdépodobnosti jednotlivych procest.

3. (Obr. 1.10) Vsechny elektrony, které vylétavaji z prvniho piistroje, maji spin
orientovany ,nahoru“. VSechny elektrony, které vylétavaji z druhého pfistroje, maji
spin orientovany ,doleva“. S jakou pravdépodobnosti ve tfetim pfistroji zachytime
elektron se spinem orientovanym ,dola“? Detekujeme jednu ¢tvrtinu elektrond vy-
stoupivsich z prvniho pfistroje, tj. polovinu toho, co projde druhjym pfistrojem. To
je nepochopitelné, vzdyt z prvniho pristroje jsme propustili jen ty elektrony, které
maji spin orientovany ,nahoru“! Zifejmé informace o tom, jestli spin elektronu ,hledi
doleva* nebo ,doprava“, ni¢i informaci o tom, jestli spin elektronu ,hledi nahoru®
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nebo ,dolu“! Tento experiment je ilustraci principu, Ze pravdépodobnosti nezavislych
procesti se nasobi. Pravdépodobnost, Ze spin elektronu ,,hledél nahoru“ a bude ,hledét
doleva“, je jedna polovina, pravdépodobnost, Ze spin elektronu ,hledél doleva“ a bude
»hledét dolu“, je jedna polovina, takze pravdépodobnost, Ze spin elektronu ,hledél na-
horu, potom doleva a nakonec doli“, je jedna ¢tvrtina.

R A s

T b

Obr. 1.10 Obr. 1.11

4. (Obr. 1.11) VsSechny elektrony, které vylétavaji z prvniho pfistroje, maji spin
orientovany ,nahoru“. Ve druhém pfistroji nyni neodstinime elektrony, které maji
spin orientovany ,doprava“. S jakou pravdépodobnosti ve tfetim pfistroji zachytime
elektron se spinem orientovanym ,doli“? Nezachytime nic. To je nepochopitelné,
vzdyt pokud v druhém pfistroji nechdme elektrontim otevrenou jednu cestu, ve tie-
tim pristroji zachytime ¢tvrtinu z ptvodnich elektront. Pokud v druhém pfistroji
nechdme elektroniim oteviené obé cesty, nezachytime ve tietim pfistroji nic! Tento
experiment je dalsi ilustraci kvantové-mechanické interference, princip 2. Je nutno séi-
tat amplitudy nerozliSitelnych procesi, nikoliv pravdépodobnosti. Situace je zfejmé
uplné stejna jako v pripadé 1, jelikoz druhy pfistroj se svazkem elektront nic neudéla.
Neprovadime zadné méfeni, a tedy neovliviiujeme stav systému.

Na téchto ¢tyfech experimentech nyni vylozime matematicky zptisob popisu fyzikal-
nich jevil. Stav systému je popsdn vektorem z abstraktniho prostoru stavi.® Konkrétné,
vstupuje-li studovany systém do méficiho piistroje, pouzivame znaceni (ket-vektor)

o= (;) (1.4

a pro vystupni stav symbol (bra-vektor)®

(W] = (a* b%), (1.5)

kde a a b jsou obecné komplexni ¢isla jejichz vyznam bude jasny z dalsiho. Prechod od
ket-vektoru k bra-vektoru ()| = (|¢)))" se nazyva hermitovské sdruzeni a odpovid4,
jak vidime, transpozici a komplexnimu sdruzeni. Skalarni sou¢in vektoru (¢|,

(¢l = (c* dav), (1.6)

a vektoru [¢) je roven
(9|Y) =c*a+d"b. (1.7)

5Matematici tomuto prostoru fikaji Hilbertiiv.
6Znaceni ket- a bra-vektor pochazeji, stejné jako cely zptisob zapisu, od Paula Diraca. Skalarni
soucin (¢| ) je ,zav-o-rka“, anglicky ,bra-c-ket“, tedy (¢| je ,bra® a |¢) je ,ket®.
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Snadno se lze presvédcit, ze
(dlv) = (¥lg)". (1.8)

Amplituda pravdépodobnosti pfechodu z jednoho stavu do druhého je déana skaldrnim
sou¢inem odpovidajicich stavovych vektort.”

Tlustrujme si tyto obecné vyroky na S-G experimentech. Pravdépodobnost priuchodu
¢astice konkrétni S-G sestavou je rovna druhé mocniné velikosti amplitudy. V prvnim
piipadé (obr. 1.8) z experimentt plynou vztahy

P(£z,+2) = |(£2|£2)]2 =1, P(£z,F2) = |(£2| F2)]? = 0. (1.9)

Nejjednodussi mozna volba vektort |+2), |—z), (+2| a {(—z| vyhovujici témto rovnicim
je

1 0
|[+z) = (O> , |—2) = <1> , (+2=(1 0), (=z]=(0 1). (1.10)
Pfi této volbé plati pro slozky a a b obecného vektoru |1)) daného rovnici (1.4)

a=(+zlv),  b=(-z[v),
tedy a a b jsou amplitudy pravdépodobnosti pfechodu obecného stavu |¢) do stavu
|[+z) resp. |—z).
V druhém pfipadé (obr. 1.9) je
P(4z,—x) = |(+2]| —2)|?, P(+z,+x) = P(+z,Fx) = 1/2.
Samoziejmé téz musi platit (na ose z nic zvldstniho neni!)

P(+x,+x) = [{(Fz|+2)* =1, P(+2,Fz) = |(£z|F2)|* = 0. (1.11)

Témto podminkam vyhovuji vektory
1 /1 1 1
+r)=—7 , —x) = — , 1.12a
= (1) =g (L), e
1 1
+z|=—(1 1), 1 -1). 1.12b
(el = —=(1 ) G -9, )

Vyzbrojeni znalosti vyjadfeni vektord |+x) miZeme vypocitat pravdépodobnosti
priichodu pro tieti pripad (obr. 1.10),%

(~al =

S

2

P(4z, +x, 42, —2) = |(+2]| +z) (42| —2)|* = ‘(1 0) \% G) \% (1 1) ((1)> i = i,

77 dalsiho bude zfejmé, pro¢ je nutné ztotoznit skalarni souc¢iny s amplitudami pravdépodobnosti,
nikoliv s pravdépodobnostmi.

8Vzhledem k tomu, Ze plati {(¢|v) = (| #)*, viz (1.8), a tedy |[(p|¥)|? = |(¥]|#)|?, je jedno
jestli potadi udalosti odpovidé zapis zleva do prava, P = |{(+z|4+x)(+x| —2)|2, nebo zprava do leva,
P = |(—z| +a)(+z| +2)|*.
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i pro ¢tvrty pripad. Zde vsak musime byt opatrni a podobné jako v dvojstérbinovém
experimentu sé¢itat amplitudy jednotlivych procest, nikoliv pravdépodobnosti,

P(4z, +x, +2, —2) = |{(+2] +x)(+a| —2) + (+2]| —2)(—z| —2)|* =

(
= ’; (1 0) G) (1 1) (2) + % (1 0) (_11) (1 -1 (?)

=0.

2

Vybudovany formalismus umoznuje dat presny vyznam okiidlenému vyroku ,meé-
feni ovliviiuje stav systému“. Pokud kromé skaldrniho soucinu zavedeme i dyadicky

soucin vektori p
a « g\ _ [act ad

milzeme vliv méficitho pristroje na stav systému zobrazovat ptisobenim operatoru
(matice) na vektor. Napiiklad ve tietim pfipadé (obr. 1.10) méme na zacatku, po
prvni filtraci, stav (+z|. Po priichodu druhym S-G filtrem jsou vSechny ¢astice ve
stavu (+z|+x){+z|, coz je puvodni stav (42|, na néjz zapisobil operitor

N 1/1 1

Ve tfetim pfipadé vime, Ze elektrony, jez prosly druhym pfistrojem, maji projekci
spinu do osy x plus jedna polovina. Provedli jsme méfeni. Tim jsme vSak zménili stav
systému, nebot po priichodu druhym pfistrojem jsou elektrony v jiném stavu, nez
v jakém do néj vstupovaly,

A 1/1 1 1 1
(el e = (el )bl = (1 0) 3 <1 1) =300 1) = e
Oproti tomu ve ¢tvrté sestavé, kdy jsou ve druhém pristroji otevieny obé cesty, se
stav systému neméni, zadné métreni vsak provedeno nebylo:

1/t 1\,1/1 -1
(el el + - = 0 0[5 (1 1) +5 (4 )]
=1 0)1=(1 0)=(+z].
Vidime, ze dilezita operatorova rovnost
[+x)(+a| +[—z)(—2| = 1,

kterou matematikové nazyvaji relace uplnosti pro bazi {|+z),|—x)}, mé jasny fyzi-
kalni vyznam: dame-li studovanému systému do cesty pfistroj, na kterém neprovedeme
méfeni, vysledny stav systému bude stejny, jako kdybychom systému do cesty zadny
pristroj nedali. V matematickém zapise nasobime stavovy vektor jednotkovou matici.

Fyzikalni vyznam druhé dutlezité relace pro baze, relace ortonormality, naptiklad
(1.9) nebo (1.11), by mél byt té7 jasny. Rika nadm, Ze pokud stavime zkoumanému sys-
tému do cesty stale ten samy typ pfistroje, nedostaviame nic nového. Systém ztstava
v témze stavu, viz prvni experiment, obr. 1.8.
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7 praktického hlediska jsou relace uplnosti a ortonormality nesmirné uzitecné.
Umoznuji totiz vypocet amplitud pfechodu. Vynasobime-li relaci tiplnosti

[+2)(+2] + [=2) (=2 =1

skalarné vektorem [¢), dostaneme rozklad vektoru |¢) do béze vlastnich stavi pro-
jekce spinu do osy z,

) = 119) = ) el + 2=l = (£45%1).

kde posledni rovnost plyne z rovnice (1.10). Pro skaldrni sou¢in dvou vektort pak
milZzeme psat

(6l) = (Bl+2)+21 %) + (9] =) (—2|¥) = (4] +2) (6] -2)) (Ej{ii) ,

Na levé strané rovnice mame vektory (¢| a |¢) ddny abstraktné, na pravé strané
rovnice konkrétné v bazi vlastnich stavi projekce spinu do osy z.

Pokud se vdm mys$lenka takovych rozkladt stile zdd podivnd (neméla by), uveé-
domte si, Ze analogie poslednich t¥i rovnic v obycejném dvojrozmérném eukleidovském
prostoru je

1=¢e"e" +ev%Y,
F=F e"e" +F eYe’ = F,e" + F e,
F.-v=F-e"e”" - v+F .eYe - v=Fu, +Fu,.

Jediny rozdil je ten, ze v eukleidovském prostoru s redlnou a ortogonalni bazi neni
tfeba rozliSovat mezi ket- a bra-vektorem.

Nutno vsak zdraznit, Ze zatimco vektory, jeZ uzivame v klasické mechanice (po-
lohovy vektor, atd.), jsou vektory z t¥irozmérného eukleidovského prostoru, ktery
je primocarou idealizaci prostoru nasi zkuSenosti, vektory, jez uzivame v kvantové
mechanice, jsou vektory z abstraktniho prostoru, jez nemé bezprostiedni souvislost
s tfirozmérnym prostorem nasi zkusenosti.

Pro projekci spinu do osy y samoziejmé plati stejna pravidla jako pro projekce
spinu do os z a x (Za4dné ze soufadnic nemtize byt preferovand vici ostatnim). To
s sebou nese pozadavky

(2l £9)* = (2| Fo)* = (£l £9)” = [(Fa| F9)* = 1/2,

[(EylEp)P =1, [EylFy)P =0.
Pro danou volbu vektora |+z) a |£z), (1.10) a (1.12), nelze témto podminkdm vy-
hovét, pokud vektory maji pouze redlné slozky. Pfi pouziti komplexnich ¢isel vsak
snadno ovéfime, Ze témto podminkdm vyhovuji vektory (pozor na komplexni sdru-
zeni, kdyz pfechdzime k bra-vektortim, viz (1.5))

1 (1 1 (1
=== (1), = (L) s
<+y|:\%(1 i), (—yl=— (1 i). (1.13b)
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1.2.2 Operatory

K dalsimu potfebujeme zavést pojem operatoru®. Obecny operator A zobrazuje vek-
tor |p) na vektor [t)),
Alp) = [¥) .

Hermitovskym sdruzenim této rovnice dostaneme

(¥l = (plAT,
kde At je hermitovsky sdruzeny operator k A. Mame-li dvojrozmérny prostor (dvoj-

stavovy fyzikdlni systém), bude konkrétné pro |¢) = <21>, lp) = <21> a A =
2 2

(Au A12>

Az Az

A A (i) (e .y e e (AT AT
<A21 Am) <b2)_<a2)’ (af az) = (07 b3) (A;l A3)°

Komplexnim sdruZenim prvni rovnice a porovnanim s druhou rovnici dostavame

+ _ pAx*
Al =A%,
tedy hermitovsky sdruzenou matici A* k piivodni matici A dostaneme transpozici a
komplexnim sdruzenim.

1.2.3 Casovy vyvoj v kvantové teorii

Doposud jsme se zabyvali tim, jak popisujeme stav, kdy systém vchazi/vychazi do/z
méficiho pristroje. Mezi vstupem a vystupem vsak probéhne urcity cas. Coz nas
privadi na otézku, jak se systém vyviji v Case.

Necht dva fyzikalni (experimentélné realizovatelné) stavy systému jsou v Case ¢

popséany stavovymi vektory (p(to)| a |t(to)). V néjakém pozdéjsim case t pak budou
popsany stavovymi vektory

A ~ + ~
(1) = 0t o)ty a (@] = (Otto)lp(te))) = (o(t) 0% (2, ko)
(1.14)
kde O(t, to) se nazyva evoluénim operdtorem, nebo téz propagdatorem. Pokud je dyna-
mika systému invariantni vii¢i posunuti v ¢ase, pak pravdépodobnost toho, Ze systém
prejde ze stavu (p(tg)| do stavu |i(tg)) v Gase to se musi rovnat pravdépodobnosti
toho, Ze systém piejde ze stavu (p(t)| do stavu |[¢(t)) v Case t,

[{p(to)| % (t)) > = [{p() D) * = [((t)|07F (£, t0) U (E, to) Wb (o)) -
tedy operator 0 musi byt unitarnd

0+(t7t0)0(t7t0) =1,

90 tento pojem jsme jiz ,zavadili“ v souvislosti s dyadickym sou¢inem vektort.
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neboli ) A A
Ut (t, to) = U (t, o) = U(to, t) . (1.15)

Dalsi pozadavek, ktery na evolu¢ni operator klademe, je platnost rozkladu
O(t, to) = O(t,t)0(t', to)

to znamend, ze Casovym vyvojem z tg do t dostaneme stejny stav, jako kdybychom
neprve §li z tg do t' a poté z t’ do t. Kone¢né musi byt

O(t,t)=1.
Tyto podminky spliiuje volba
U(t, to) = exp(—iA(t — t)), (1.16)
kde dosazenim rovnice (1.16) do rovnice (1.15) dostaneme
Ao

A je hermitovsky (téz samosdruzeny) operator. Pokud je operator hermitovsky, potom
pro jeho maticové elementy ziejmé plati

Hij = HJ;.

Jeho matematické vlastnosti a fyzikalni vyznam blize uré¢ime dale. Jeho dilezitost
vyplyva z tzv. ¢asové Schridingerovy rovnice

dl (1))
dt

i

.d s ~ N
= I&U(t,fo)W(to» = HU(t,t0)[v0) = H[¥(2)) (1.17)
kterou jsme ziskali derivaci rovnice (1.14) podle ¢asu. Tato rovnice udéava, jak se stav
systému vyviji v Case.
1.2.4 Stacionarni stavy

Pro nalezeni fyzikalniho vyznamu operatoru A je klicové povsimnout si pripadi, kdy
jeho piisobeni na vektor prejde na nasobeni ¢islem, tedy kdy

() = 0(t, t0) [1hn (t0)) = e ME=0) |4, (1)) = e E =1y, (1)) . (1.18)

Takovy stav |¢,,) totiz ma vyluénou vlastnost, ze byl-li systém v tomto stavu v Case
to, bude v ném s jistotou i v Case t:

(¥ (to)|n(t)]* = 1. (1.19)

Takovéto stavy se nazyvaji staciondrni. Pro operator H takovych stavil [4,) a &sel
F,, existuje hned nékolik, proto k nim pfidavame index n.

Jak vyplyva ze vztaht (1.18) a (1.19), éisla E, pak oznacuji vlastnost systému,
kterd se s casem nemént, tedy vlastnost, kterd se s casem zachovava. Z klasické me-
chaniky vime, Ze veli¢ina zachovévajici se v dlsledku invariance dynamiky systému
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vici posunuti v ¢ase je energie. Naptiklad pro jednorozmérny pohyb v potencidlovém
poli mame
d?z dv
m—s =F=——.
de? dz

Je-li dynamika invariantni vii¢i posunuti v Case, tedy potencial V je na case nezavisly,
V = V(x), pak vynésobenim rovnice % po upravach dostaneme zdkon zachovani
energie znamy jiz ze zakladni skoly

d (m (dz)?
— == V| =0.
i (5 () )
Cisla E, proto vykldddime jako mozné hodnoty energie systému. Dosazenim rov-
nice (1.18) do Schrédingerovy rovnice (1.17) dostdvame

tedy E, jsou vlastni éisla a |3,) vlastni vektory operatoru H. Operator H se nazyva
Hamiltoniv operdtor, nebo téz ,hamiltonidn®. Rovnice (1.20) se nazyva bezcéasovd
Schrodingerova rovnice.

Pojdme si na S-G experimentech objasnit, jak to celé funguje. Z toho, co bylo
feceno o vysledku experimentu na obrazku 1.8, vyplyva, ze v pripade, kdy magne-
tické pole md smér osy z, stavy |£z) jsou staciondrnimi stavy. Tedy jsou vlastnimi
stavy Hamiltonova operdtoru. Z rovnice (1.3), E = —K Bs,, je jasné, Ze méfeni ener-
gie je totéz co méreni spinu. Tedy Hamiltontiv operator je az na konstantu totozny
s operatorem projekce spinu do osy z. Zachovéavajici se vlastnost ve stavech |+z) je
hodnota projekce spinu do osy z, s, = £1/2. Tedy vlastni éisla Hamiltonova operdtoru
prislusné vlastnim vektorim |+z) jsou aZ na konstantu (—KB) rovna £1/2. Proto,
vynasobime-li relaci iplnosti

[+2)(+2] +[-2) (-2 =1
operatorem H/(—K B), dostaneme, viz (1.10),

A/(~KB) =5, = 5. [+2) (2] + 5:|—2)(~=| =
1

= —|+2z)(+z]| — %|—z><—z| _1 (é _01> . (1.21)

>

Rovnice 5, = Ll+2)(+2| — §|—2)(—=| se nazyvé spektrdini rozklad operdtoru S..

Zcela podobnou tvahou pak dospéjeme k tomu, Ze v pripadé, kdy mé magnetické
pole smér osy x (y), jsou staciondrnimi stavy stavy |£z) (|£y)) a zachovavajici se
vlastnost v téchto stavech je hodnota projekce spinu do osy z (y) +£1/2. Operétor H
ma v téchto pfipadech tvar, viz (1.12), (1.13),

) (4] — 5|-){a] = 3 ((1) (1)) (1.22)
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H/(=KB) =5, = S,[+y)(+yl + Sy[—y)(~y| =
1

1 1/0 —i
i — 2=\ —=y| == [ . 1.2
st =gt =3 (5 5). o)
Spinové operatory zavedené témito rovnicemi se zapisuji ve tvaru
& 1
S= 59 (1.24)

Matice o se nazyvaji Pauliho spinové matice a spliuji rovnici
005 = 035 + i€ij10% , (1.25)

o jejiz platnosti je nejlépe se presvédcit pfimym dosazenim. Z této rovnice okamzité
vyplyva, ze operatory projekce spinu do jednotlivych os spolu navzajem nekomutuji,

[5:,5;] = i€iwSi | (1.26)
kde komutdtor dvou libovolnych operatoru je definovan

A B] = AB — BA.
Tento priklad ilustruje obecnéjsi pravidlo, ze veli¢iny, které nemuzeme soucasné na-

mérit, jsou v matematickém aparatu kvantové mechaniky zobrazeny nekomutujicimi
operatory.

1.2.5 Vlastnosti hermitovskych operatoru

Pro hermitovsky operator plati nasledujici tvrzeni, ktera budeme v dalsim c¢asto pou-
Zivat.
1. Hermitovsky operdtor md redlnd vlastni c¢isla.

At |n) je vlastni vektor hermitovského operatoru A pifslusny vlastnimu ¢islu

E,, tedy R

Hin) = E,|n). (1.27)
Pak mtzeme rovnici (1.27) hermitovsky sdruzit a zjistime, Ze

(n|H = (n|E}, (1.28)

totiz ze (n| je také vlastnim vektorem operatoru A, prislusejici tentokrat vlast-
nimu ¢islu £, Ukazme nyni, Ze se jedna o stejna ¢isla. Rovnici (1.27) vyndsobme
zleva bra-vektorem (n| a rovnici (1.28) zprava ket-vektorem |n). Odtud

E,=E;

n

(1.29)

tedy F, € R. Operatory, které nejsou hermitovské, mohou mit vlastni ¢isla
komplexni i redlna. Ptriklad nehermitovského operatoru s komplexnimi vlastnimi
Cisly, resp. nehermitovského operatoru s redlnymi vlastnimi éisly je

A 0 -1 N 1 —ia
A_(l 0), resp. B_<ia 1),

kde « € (0, 1).
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2. Vlastni vektory ndleZejici riznym vlastnim cislum jsou na sebe kolmé.

Z rovnic (1.27), (1.28) a (1.29) plyne

N

H|n)
(m|A = E,(m|.

Pfendsobime-li prvni rovnici bra-vektorem (m|, druhou ket-vektorem |n) a odec-
teme-li je od sebe, dostaneme

0= (E, — Ey)(m|n).
Pokud F,, # E,,, musi byt nutné
(m|n)=0. (1.30)

Poznamenejme bez dtikazu, Ze v piipadé, kdy nastava degenerace, tj. k jednomu
vlastnimu ¢islu existuje vice vlastnich vektord, je mozno vzdy zvolit vlastni
vektory tak, aby byly na sebe kolmé.

3. Bdze vlastnich vektori |n) je v prostoru, kde hermitovsky operdtor A pusobi,
uplnd. Tedy

> fn)n| =1, (1.31)

kde N je pocet stupnil volnosti studovaného systému, neboli rozmér abstrakt-
niho vektorového prostoru, na kterém operator A ptisobi. Toto tvrzeni nebudeme
obecné dokazovat, poznamenejme jen, ze odhlédneme-li od matematickych jem-
nosti spojenych s prechodem k nekonec¢né-rozmérnym prostortm, je toto tvrzeni
takika trivialni. Kazdd matice N x N ma N vlastnich vektori, o kterych jsme
v predchozim tvrzeni dokézali, Ze jsou na sebe kolmé. Tedy musi v N-rozmérném
prostoru tvorit aplnou bazi.

Prestoze hamiltonian je hermitovsky operator, je, jak si jesté mnohokrat ukazeme,
velice vyhodné pracovat i s nehermitovskymi operatory. Uvazujme napf. vlastni stavy
projekce spinu do osy z,

§.J) = o), (1.32)

pro které jsme dosud pouzivali znadeni |1z) a které dale budeme znacit |+). Zavedeme-
li tzv. posunovaci operatory

Sy =5, iS5,
zjistime z rovnic (1.10), (1.22) a (1.23), Ze pro jejich piisobeni na stavy |£) plati
Sil+) =0, Si-) =+, (1.33)
S+ =1[-), S |-)=o0. (1.34)

37



KAPITOLA 1. ZAKLADY KVANTOVE MECHANIKY

Tedy operator §+ »zdviha“ projekci spinu do osy z a operator S ji ,snizuje“. Pa-
sobeni nehermitovskych operatort Si na vlastni stavy S, je tedy jednodussi nez
plisobeni hermitovskych operatort S, a Sy. Diky operatorové identité

A-B=_(A,B_+A_B,)+A.B. (1.35)

| =

platné pro libovolné vektorové operatory AaB jsme schopni se zbavit A, a Ay ve
prospéch A a A_.

1.2.6 Nejednoznacnost v urceni stavu

Vyse jsme ze znalosti vlastnich vektorti a vlastnich ¢isel uréili tvar operatoru, viz
(1.21), (1.22) a (1.23). Vétsinou (viz dale) vsak potfebujeme vyfesit opacnou ulohu:
pro dany operator najit jeho vlastni ¢isla a vlastni vektory. Vlastni vektory vSak nejsou
rovnici (1.27) urceny jednoznaéné. Napi. vlastni vektory a vlastni ¢isla operatoru S,
jsou uréeny rovnici

5.18.) = S.|S.).
S pouzitim (1.4) a (1.21) dostaneme

o 26 )

coZ je soustava dvou rovnic pro dvé nezndmé a a b s parametrem S,. V zavislosti
na hodnoté parametru S, tato soustava budto nemé feSeni, nebo jich mé nekonec¢né
mnoho. Pro S, = +1/2 soustava (1.36) urcuje jenom jednu z nezndmych a a b. Pro
S, =1/2jeb=0apro S, =—1/2jea=0.V prvnim piipadé miize byt a libovolné,
v druhém pripadé muze byt b libovolné. Podobné, kdyz napiSeme rovnici pro vlastni
¢isla a vlastni hodnoty operatoru §x, dostaneme

£ H0)-=6)

b=a (1.38)

Pro S, = 1/2 dostaneme

a pro S, = —1/2 dostaneme
b=—a, (1.39)

ale a zustava zcela neurceno. Tuto volnost lze odstranit pozadavkem normalizace, tj.
(ly) =1 = |a* + |b]* = 1. (1.40)

Ani tato podminka vSak neurcuje vlastni vektor jednoznacéné. Prendsobime-li a a
b stejnym fazovym faktorem e'?, jsou rovnice (1.36) a (1.40) nebo (1.37) a (1.40)
stale splnény. Dale, pravdépodobnost pfechodu z jednoho stavu do druhého je dana
[{(p|)]?. Ocividné zistane nezménéna pii zdmeénd |[¢p) — [Ph)elr, (¢| — (Ple™ 1?2,
priemz obecné @1 # ws.
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Dospivame k zavéru, Ze vybudovany formalismus v sobé zahrnuje volnost v urcéeni
celkového fazového faktoru stavového vektoru. Relativni fazové faktory jsou urceny
jednozna¢né vlastnim problémem, viz napf. (1.38) a (1.39).

V piipadé, Ze hamiltonidn je redlny (tomu vSak nemusi vZzdy byt, viz (1.23)), volime
celkovou fazi tak, aby i pfislusné vlastni vektory byly realné.

/—[ Ukol 1: Obecna projekce spinu S = 1/2 ] A \

Necht z prvniho S-G pristroje vylétavaji pouze elektrony s projekci spinu
+1/2. S jakou pravdépodobnosti naméiime projekci 1/2 u druhého piistroje,
pokud tento je vzhledem k prvnimu pootocen o libovolny prostorovy tihel?
Rada: Zkonstruujte operator projekce spinu do libovolného sméru Sy = Sn,
kde

n = (sin ¥ cos p, sin ¥ sin @, cos V) .

Pouzijte pfitom rovnici (1.35). Najdéte vektor spliiujici rovnici §n|+n> =
1|+n). Hledan4 pravdépodobnost je potom |(+z|+n)|?.

Tato tloha neni jen na procviceni! Vektory |+n) se nazyvaji helicitni spinory a
hraji klicovou roli v nejnovéjsim rozvoji kvantové teorie pole, viz napt. [31].

1.2.7 Rabiho metoda méieni magnetickych momentu

Isidor Rabi dostal napad dat k druhému magnetu ve vylepSeném S-G pristroji na
obr. 1.5 civku, kterou protékd proménny proud. Tento proud budi proménné magne-
tické pole v roviné zy kolmé ke sméru stalého magnetického pole. Pti urcité frekvenci
w proudu se spin elektronu s velkou pravdépodobnosti pireklopi. Potom tieti magnet
misto aby drahu elektronu ,,narovnal do piivodniho sméru“, tak ji u elektronu s preklo-
penym spinem dale odchyli a elektron se ze svazku ,ztrati“. Takze pfi urcité frekvenci
w pozorujeme ubytek proudu elektroni vychazejicich z vylepseného S-G pristroje.

Uvedenou metodu lze pouzit na libovolnou ¢astici se spinem 1/2; kterd mé ne-
nulovy magneticky moment. Tato metoda umoznuje pro danou ¢astici velice presné
uréeni konstanty K v rovnici (1.3). Podrobnéjsi popis metody lze nalézt napf. v [25],
[32]. Laskavy Ctendf, ktery zatim pochopil vSe, bude s pomoci nésledujiciho ndvodu
schopen k tomuto experimentu vytvorit potfebnou teorii!

1. Do Schrodingerovy rovnice (1.17) dosadme za Hamiltonv operédtor z rovnice
(1.3), kde zaménime vektor S za vektorovy operétor S:

i% = —KS - BJy). (1.41)

Vektor magnetické indukce ma tvar

B = (Bj coswt, By sinwt, By) ,
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kde ziejmé By je intenzita v case konstantniho pole ve sméru osy z a B; je
intenzita proménného pole.

. Stavovy vektor |¢) si napiSeme v bézi vlastnich stavii projekce spinu do osy z:

() = e (D)]+) + ()] -) - (1.42)

Po dosazeni do rovnice (1.41) vyndsobime tuto rovnici zleva nejprve (4| a potom
(—|. Dostaneme soustavu dvou diferencidlnich rovnic pro dvé nezndmé funkce

cx(t):
ié+ = H++C+ + H+,C, , IC, = H7+C+ + H,,C, y (143)

kde Hy 4+ a Hy 5 jsou maticové elementy hamiltonidnu v pouzité bézi,
Hyy = (~K)(+/8-Bl+) = (-KB.)(+|5:|+) = ~K By/2,
Hyo = (~K)(+|8-B|-) = (~KB_/2)(+[8:]-) = —(KB1/2)e!, atd;

tedy

|’_\| o H++ HJrf . 75 BO. Ble_th
“\m, B )= "2 \Bret _B, )

. Pfedpokladejme, Ze v ¢ase t = 0 byl systém ve stavu |+). To znamen4, Ze rovnice

(1.43) fesime s pocateéni podminkou
ct(0)=1, c¢_(0)=0. (1.44)

Pravdépodobnost, Ze v libovolném pozdéjsim case t najdeme systém ve stavu
|—) je déna

Py = [{=|p@)* = le-(t)?, (1.45)
kde jsme dosadili z (1.42) a vyuzili (1.9).

Tim jsme celou tlohu pfevedli na matematickou tlohu, kterou byste méli byt schopni
vyFesit sami. Ve, co je potfeba udélat, je vyTesit rovnice (1.43) s pocateénimi pod-
minkami (1.44) a vysledek dosadit do (1.45).
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Ukol 2: Rabiho oscilace |. } A

Spocitejte, jak se pravdépodobnost (1.45) méni s Casem a jak zavisi na

parametrech K, By, By, w.




1.3. SYSTEMY S VETSIM POCTEM STUPNU VOLNOSTI

1.3 Systémy s vétsim poctem stupnua volnosti

Matematicky formalismus kvantové mechaniky méame vybudovany. Systém je popsan
stavovym vektorem z abstraktniho (Hilbertova) prostoru stavi, pravdépodobnost pie-
chodu z jednoho stavu do druhého je ddna skalarnim soucinem piislusnych stavovych
vektortt. Casovy vyvoj stavového vektoru je uréen prostfednictvim Schrédingerovy
rovnice Hamiltonovym operatorem H. Vlastni &sla tohoto operatoru jsou mozné hod-
noty energie systému, které miizeme zméfit.'0

7 vyse teceného je zfejmé, Ze zname-li tvar hamiltonidnu, jsme schopni, alespon
v principu, predpovédét o studovaném systému vSe, co o ném zjistit lze. V pii-
padé Sternovych-Gerlachovych experimentii jsme ziskali hamiltonian analyzou expe-
rimentti. Postupovat timto zptisobem v obecném pripadé, kdy studovany systém ma
nekonec¢né mnoho stupnt volnosti, vSak nelze. Nehledé na to, Zze ma-li mit kvantova
mechanika schopnost predvidat vysledky experiment®, napf. jaké hodnoty energie
nameéfime, musime znat hamiltonian ,pfedem®. V nasledujicim si ukézeme, jak urcit
hamiltonian u systémt, jejichz klasické chovani je nam znamo.

1.3.1 Stfedni hodnoty operatori a jejich ¢asovy vyvoj

Klasickd mechanika je nepouzitelnd pro popis mikrosvéta, tj. pro popis chovani ob-
jektti o velikostech 10~ 1° metru a mensich. Kvantova mechanika, jez poskytuje spravny
popis na téchto méritkach, by vsak v sobé meéla klasickou mechaniku néjakjym zpi-
sobem obsahovat. Pro objasnéni této souvislosti je vyhodné zavést pojem stifedni
hodnoty.

Stredni hodnota veli¢iny popsané operatorem A pii opakovanych méfenich na stavu
|1} je ddna vyrazem

N N
(A) =D _aspla) = 3 (Vlag)aslaslv) = (IAw). (1.46)

V prvni rovnosti jsme pouzili definici stfedni hodnoty, v druhé rovnosti zpisob vy-
poctu pravdépodobnosti — pravdépodobnosti, Ze systém piejde ze stavu (1| do stavu
|la;), je dana p(a;) = |(1|a;)|®. Protoze plati rovnice (1.8) je p(a;) = (W] aj){a;j|v).
Konecné, ve tfeti rovnosti jsme pouzili spektralni rozklad operatoru A

N
A=>"ajla;){ayl,
j=1

kde N je pocet stupnitt volnosti studovaného systému. V piipadé, ze studovanym
systémem jsou vnitini stupné volnosti ¢astice se spinem 1/2; pak ziejmé N = 2.

Zajimejme se nyni, jak se vyviji stfedni hodnota <A) béhem casu, to znamen4,
snazme se urcit zavislost

(A1) = (L) A[(D)) .

10épe feceno rozdily vlastnich &sel tohoto operatoru.
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