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PREDMLUVA

Treti dil navazuje na pfedchozi dva a rozsifuje tak skupinu dosud prezentovanych re-
gresnich modelti o modely nelinedrni. Ty obecné sice nejsou tak snadné na pochopeni
jako modely linedrni, a tudiz ani presprili§ popularni mezi biology, ale v nékterych ob-
lastech biologie mohou byt pomérné ¢asto pouzivané. Napriklad jsou casté ve fyziolo-
gii — vzpomenme tfeba sledovani ristu organismt nebo enzymatickou kinetiku. Jsou
totiz ¢asto odvozeny z mechanisticky ¢i fenomenologicky formulovanych procest, které
mnohdy generuji priibéh nelinedrni ve vysvétlujici proménné (napt. v ¢ase). Ale i v eko-
logii se v posledni dobé objevuji stale ¢astéji a ¢astéji. Napriklad kiivky popisujici vyskyt
druht v zavislosti na gradientu environmentdlni proménné. Naopak v oblasti behavio-
ralniho vyzkumu jsou data i zkoumané procesy mnohdy komplexnéjsi a pozorované jen
s nezanedbatelnym Sumem, ktery ¢asto znemoznuje formulovat detailni modely, takze
zde ¢asto dominuji jednoduché (napf. linearni) modely jakoZzto generické aproximace.
Spole¢nym rysem modelt obsazenych v tomto dile bude nelinearita. Nelinearitou pri-
tom nemyslime jen nelinearitu vzhledem k vysvétlujici proménné, ale zejména nelinea-
ritu vzhledem k parametrim, ktera mé daleko zévaznéjsi dasledky, co se ty¢e komplexi-
ty statistickych odhadi i jinych inferen¢nich procedur a metod. Jinak to budou modely
rtizné komplikované - od jednoduchych prikladi regrese az po vicendsobné regresni
modely obsahujici varian¢ni a korela¢ni struktury, pevné a ndhodné efekty. Tedy vse to,
co jsme probrali v prvnich dvou dilech MABD (Pekér & Brabec 2009, 2012). A proto je
nezbytné nutné, abyste si pred ¢tenim této knihy nastudovali nebo alespon zopakovali
zobecnéné linedrni modely a modely se smi§enymi efekty. Na mnoha mistech v tomto
dile pak primo odkazujeme na nékteré aspekty teorie ¢i R funkce probirané v nékterém
z ptedchozich dila.

Svym konceptem je treti dil podobny svym predchidcim. Obsahuje minimum ne-
zbytné teorie, ktera je dale rozebrdna na devatendcti praktickych ptikladech. Ty jsou
posbirany z rznych odvétvi biologie, naptiklad biochemie, ekologie, zoologie, botaniky
a agroekologie. Tyto priklady pochdzeji z rtiznych redlnych projekt. Data byla ale upra-

vena tak, aby vyhovovala tcelu pouziti - zjednodusena, zkracena atd. Véfime, ze tato
»manipulace“ neovlivnila jejich atraktivitu a srozumitelnost.

I v tomto dilu jsme k analyze dat pouzili software R. Samozfejmé v dobé psani ak-
tudlni verzi. Je mozné, ze ti z vas, ktefi s nelinearnimi modely pracuji, jiz pouzivaji
jiny software, specialné vyvinuty pro nelinedrni regresi. Existuje jich celd rada. K nej-
znaméjs$im asi patfi CurveExpert, SigmaPlot nebo TableCurve. Vyhodou téchto pro-
grami je snadné ovladani a nékdy mozna i lepsi detekce a ndzornéjsi reseni problému
s konvergenci. Konvergence numerického algoritmu pro odhad regresnich parametrt
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PREDMLUVA

v nelinearni regresi predstavuje, jak uvidite, leckdy docela problém. A to problém mnoh-
dy opravdu frustrujici, problém, se kterym jste se mozna doposud viibec nesetkali.

Na zavér bychom chtéli podékovat kolegtim, ktefi nam data propij¢ili: P. Ghislandi,
A. Honék, J. Hubert, M. Chytry, S. Korenko, B. Pekdrova, J. Schenkova a V. Sustr. Dale
bychom radi podékovali O. Hajkovi za pripravu koordinat k sitovému mapovani a hra-
nic CR. A také doc. RNDr. P. Smilauerovi, Ph.D., za fadu cennych ptipominek, které
tento dil vyrazné vylepsily.

Srpen 2019

Stano Pekar
Marek Brabec
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‘ UvoD

Obecné se studenti biologie potkavaji poprvé s nelinedarnim modelem asi na prednaskach
z fyziologie, kde se popisuje sigmoidni dynamika rustu organismtl. Model riistu s horni
i dolni asymptotou se sice na prvni pohled muze zdit sloZity, ale ve skute¢nosti je velmi
ptirozeny. Kazdy z nas jej zazil na vlastni kazi (byt o ném mnozi mozna doposud nepre-
mysleli). Podivate-li se do vlastnich zdravotnich zdznami nebo do zdravotniho prikazu
svych déti, uvédomite si, Ze jednak rychlost ristu téla (v délce) neni konstantni, a pak také
to, Ze rust nepokracuje do nekoneéna. To zpusobuje nelinedrni, priblizné esovité prohnuty
tvar zavislosti velikosti (délky nebo hmotnosti) téla na case. Pfitom jak tvar rastové kiivky,
tak i jeji asymptota (ktera souvisi s celkovym prirastkem od narozeni) jsou individualné
specifické. Nékteti z nas prosté rostou rychle a dosahuji zna¢né vysky, jini rostou pomalu
a jsou mensi. Popsat tak komplikovanou zménu linedrnim modelem nemusi byt snadné.
Avsak na zakladé relativné jednoduchych biologickych tvah lze sestavit mechanisticky (tte-
ba na diferencidlnich rovnicich zalozeny) model rtistu. Cilem takového modelu je podchytit
nelinedrni prabéh rastu v ¢ase (prubéh, ve kterém okamzita rustova rychlost neni konstant-
ni) - tedy dospét k realisticky motivované ,nelinearité“. Takovyto nelinedrni model (neli-
nedrni vzhledem k vysvétlujici proménné - ¢asu) muiize a nemusi byt nelinearni z pohledu
bézné pouzivané statistické terminologie. Ta modely tfidi dle linearity/nelinearity vzhledem
k parametrtim, a nikoli vzhledem k vysvétlujicim proménnym. Mnohé nelinedrni modely
je mozné prevést vhodnou transformaci na modely linedrni (viz prvni dil MABD, Pekar &
Brabec 2009). To bychom méli udélat vzdy, kdy to jde, protoze statistické linearni modely
jsou mnohem jednodussi na odhad i interpretaci. Bohuzel to ale nejde vidy, a tak jsme
v praxi leckdy nuceni pracovat i s modely nelinearnimi (v parametrech). Jak si ukdZeme
v této knize, k nelinearnim modeltim bychom méli sahat az po zralé Givaze - kdyz byly moz-
nosti linedrnich nebo po-transformaci-linedrnich modela vycerpany (nefituji data dobte)
nebo napf. kdyz ndm jde o odhad konkrétniho parametru z dtive publikovaného modelu
s jasnou vécnou (napt. biologickou) interpretaci.

Doposud (v obou predchazejicich dilech) jsme se vénovali modeltim linedrnim nebo jim
ptibuznym GLM. Ty zahrnovaly velice pestrou $kalu modelt nelinedrnich vzhledem k vy-
svétlujici proménné, ale linedrnich vzhledem k parametrim (ptipadné linedrnich vzhledem
k parametrim po vhodné transformaci). Dfive probirand tfida GLM (zobecnénych linear-
nich modelu) je vzhledem k parametriim sice nelinedrni, ale umoziiuje pracovat s nelinea-
ritou elegantnim zputsobem, zaloZenym na link transformaci a konkrétnim rozdélenim-
-implikované varian¢ni funkci. Prediktor je sice stdle linedrni v parametrech, ale vztahuje
se k potencidlné nelinearné transformované stfedni hodnoté. Tato elegance je véak moznd
jen v relativné omezené ttidé modeld (exponencidlni tfidé rozdéleni). GLM tfida zahrnu-
je mnohé dulezité a v praxi hojné pouzivané modely - pfipomenme si tfeba logistickou,



Poissonovskou i normalni linedrni regresi. Po vhodné (na neznamych parametrech nezavis-
1) transformaci vysvétlujicich proménnych mizeme s pomoci GLM modelovat i pomérné
velmi komplexni jevy, silné nelinearni ve vysvétlujici proménné. Bohuzel vSak zdaleka ne
vSechny. Napriklad sigmoidni model riistu zminény vyse lze sice prevést vhodnou transfor-
maci na model linearni (linedrni vzhledem k vysvétlujici proménné - ¢asu), ale tato trans-
formace zpravidla zavisi na nezndmém parametru ¢i parametrech. Pravé jejich odhad jiz
pak nelze zvladnout jako linearni statisticky problém.

Z praktického pohledu je pro nas dutlezité naucit se poznat, kdy lze pouzit linearni (¢i
po transformaci linearni) model a kdy jiz je nutné sahnout k modelu nelinedrnimu, pro néjz
je statisticky odhad parametrt (a odhad jejich nejistot) podstatné komplikovanéjsi zalezi-
tosti.

Pripomenme si, Ze zde budeme - v souladu s predchozimi dily MABD - pouzivat kon-
cept linearniho prediktoru zavedeny v kontextu GLM tfidy. Linearni prediktor je dan jen
jako linearni kombinace neznamych parametrt, tedy nikoli sloZitéji. V linearnim prediktoru
mohou byt nezndmé parametry nasobeny hodnotami znamych vysvétlujicich proménnych
a seCteny. Nic komplikovanéjsiho neni povoleno. Za nelinearni model budeme povazovat
ten model, jejZ nelze (ani po vhodné link transformaci stfedni hodnoty a/nebo transformaci
vysvétlujicich proménnych a/nebo transformaci obou stran modelové rovnice) prepsat tak,
aby byl linearni v parametrech linearniho prediktoru.

Jelikoz linearni modely (¢i modely linedrni po vhodné transformaci) umoznuji popis re-
lativné Siroké tfidy situaci, pfinejmensim jako aproximace, mnozi uzivatelé si s nimi vystaci
po celou svou kariéru. Nevétite? Podivejte se na obr. 1-1, abyste si uvédomili, jak riznorodé
tvary zavislosti mezi modelovanou a vysvétlujici proménnou lze fitovat (po vhodné trans-
formaci) jednoduse pomoci statistického linearniho modelu. A to i presto, Ze jsou v§echny
silné nelinearni vzhledem k vysvétlujici proménné.

Pro¢ je linearita v parametrech tak dilezita? Poskytuje velikou vypocetni vyhodu - jed-
noduchost a pfimocarost odhadu pomoci metody nejmensich ¢tverct (v pripadé gaussov-
skych linedrnich modelit) a IRWLS (iteratively reweighted least squares) v ptipadé obecnych
GLM. To je obrovska vyhoda, kterou jste si doposud asi jesté ani neuvédomili, ale snad
poznate v nasledujicich kapitolach (a ocenite poté v praxi) jeji prednosti. U nelinearni regre-
se je Casto frustrujici se odhadu viibec dockat — konvergence odhadovaci procedury muze
byt velmi pomald. Pro ne zcela vhodné zadané startovaci hodnoty nemusi dana odhadovaci
procedura dokonce konvergovat viibec. Jak uvidime pozdéji, algoritmy pro odhad parame-
trii jsou iterativni — startuji z néjakych (typicky uzivatelem zadanych) pocate¢nich hodnot,
které jsou na zdkladé rtzné sofistikovanych optimaliza¢nich metod zlepsovany. Fitovani
modelu je totiz podloZeno maximalizaci ¢i minimalizaci vhodného kritéria (napt. vérohod-
nosti ¢i souctu ¢tvercti). Volba pocate¢nich hodnot pritom nemusi byt ani zdaleka trivialni
zélezitosti. Kromé toho, na rozdil od linearnitho modelu, pro néjz je (napt. za predpokladu
normality modelované veli¢iny) dostupna rozsahld exaktni statisticka teorie platna pro libo-
volny rozsah dat, pro nelinedrni modely takovato teorie typicky neni k dispozici a je nutné

rec rcc

se spoléhat na asymptotické aproximace. Ty dobte funguji pro ,velka“ data, ale pro ,mald
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Obr. 1-1. Priklady 12 linedrnich modelt (linearnich vzhledem k parametrim, jejichz konkrétni
hodnoty jsou vypsany v obrazcich, a tedy linearnich ve statistickém smyslu) s nelinedrnim trendem ve
vysvétlujici proménné.

uz fungovat nemusi. To muze byt v praxi zna¢ny problém, kdy rozsah dat nemusi byt prilis
velky (a ani neni tak uplné jasné, co ,velky“ a ,maly” pfesné znamend). TakZze neni Gplnou
vzacnosti, Ze na asymptotice zaloZzené odhady nejistot odhadnutych parametra ziskané z fi-
tovaci procedury (byt velmi sofistikované a postavené na state-of-the-art znalostech) mohou

byt pro konkrétni data zcela mimo.



Pokud linearni modely poskytuji takové vyhody, mozna si kladete otdzku, k ¢emu nam
viibec nelinearni modely jsou. Existuji situace, kdy je pouziti linedrnich modeld omezujici.
A to proto, ze data v sobé nesou nelinearni zavislost, kterou nelze efektivné linedrnimi mo-
dely prolozit. Pod terminem ,.efektivné“ se skryvaji (pfinejmensim) tfi aspekty: parsimonie,
extrapolace a vyznam parametrii. Konkrétné: nelinedrni modely jsou ¢asto parsimonnéjsi
nez ekvivalentni linearni modely, jsou-li odvozeny z mechanistického popisu studovaného
jevu, chovaji se ¢asto rozumnéji za oblasti pokrytou pozorovanimi (méfenymi daty pouzi-
tymi k identifikaci ¢i fitu modelu), a kone¢né jejich parametry maji ¢asto relativné jasnou
interpretaci, pfimocarou a ptitazlivou napt. z biologického pohledu. Casto pfimo popisuji
néjakou teoretickou vlastnost studovaného procesu. To mohou byt dostate¢né silné duvody,
pro¢ se nelinearnimi modely zabyvat. Na druhou stranu bychom se s jejich pouzitim nikdy
neméli ukvapovat — jak uvidime, mohou, zejména nepoucenému, nedostate¢né teoreticky
vybavenému nebo prosté jen nedostatené premyslivému uzivateli pfinést mnoho problé-
mu. Rozumny uzivatel vidy dobfe zvazi nejen to, zda je mozné zadany model néjak exaktné
prevést na model linearni v parametrech, ale i moznost prace s linedrnim modelem, ktery
sice neni zcela ekvivalentni modelu ptivodnimu, ale mtiZe slouzit jako (pro pozadovany tcel)
dobra aproximace. Aproximativni linearni modely mohou byt také dtlezité pro odvozeni
dobrych startovacich hodnot nezbytné potfebnych pro nelinearni odhadovaci proceduru.

Nelinearni model je typicky odvozen mechanisticky (napft. je feSenim diferencialni rov-
nice sestavené na zakladé teoretickych argumentt o povaze popula¢niho rustu). Také se
vyskytujici, ale méné vhodnou motivaci je prosté detailni fenomenologicky popis néjakého
komplikovaného trendu. Jako priklad si podrobné probereme jeden takovy model (pouziva-
ny bézné v oblasti ekologie) v nasledujici kapitole.

Co do poctu modelu je tfida modelt nelinearnich v parametrech podstatné vétsi nez
ttida modelti linearnich v parametrech. Linedrni modely jsou (velmi) specialnim ptipadem
nelinedrnich modeld. Jak jsme uvedli vyse, linearni modely poskytuji mnoho matematicky
a statisticky dobfe zdtivodnénych uzite¢nych funkci (napt. pro diagnostiku modelu, hod-
noceni kvality fitu apod.), jez jsou ¢asto implementovany ve vypocetnim softwaru ve formé
velmi pohodlné pro uzivatele. Jak jsme se jiz zminili vy$e, mnohé z analogti pro nelinear-
ni modely jsou komplikované, vybavené méné podlozenou (napt. jen asymptotickou) teo-
rii. Oproti tomu linearni modely jsou zalozeny na znamych explicitnich (maticové zapsa-
nych) vzorcich pro odhady (nevyzadujicich iterativni feSeni, a tedy ani poc¢ate¢ni odhady)
a na velkém mnozstvi relativné jednoduché, ale velmi uzite¢né teorie. S modely nelinearni-
mi v parametrech je to jiné — pro uzivatele mnohem méné prijemné. Uz GLM (jako relativné
»prijemna“ podtrida nelinearnich modeli) k odhadu potfebuje iterativni algoritmy (typicky
zalozené na IRLS, tedy iterative reweighted least squares). Ty sice také potfebuji startovaci
hodnoty, ale jejich vliv nebyva ve vétsiné ptipadt nikterak zdsadni. Uspésny ,,néstrel star-
tovacich hodnot je tak mozné ziskat relativné snadno a vét§inou se Ize spolehnout na to, co
napt. glm funkce pro startovaci hodnoty vyprodukuje automaticky. Proto také mnozi uziva-
telé ani netusi, ze né¢jaké startovaci hodnoty jsou pro GLM modelovani zapotiebi. Navenek
to uzivateli umoznuje stejné pohodlny Zivot jako v pripadé linearniho modelu (fitovaného
metodou nejmensich ¢tvercti se znamym explicitnim feSenim bez nutnosti iterovat a zada-
vat startovaci hodnoty). V pripadé obecnéjsich nelinedrnich modelii nez téch pochazejicich



1.1 JAK CiST TUTO KNIHU

z GLM podttidy je situace zcela jina. Nejenze jsou itera¢ni algoritmy pro moderni techniky
odhadu parametrii nutnosti, kvalitni volba startovacich hodnot parametrt hraje ¢asto zcela
zéasadni roli a jejich plné automaticka konstrukce mnohdy nemusi byt k dispozici. To klade
na uzivatele nemalé ndroky - uz zadani dobrych startovacich hodnot casto vyzaduje jis-
ty vhled do struktury modelu, role jednotlivych parametrt i ur¢itou matematickou hbitost
(a aktivni znalost takovych pojmd, jako je limita, derivace, spojitost apod.). Dekédovani
problému s konvergenci (pochopeni vyznamu jednotlivych chybovych hlasek pouzitého
softwaru) a nasledny ,troubleshooting® (poucené zkouseni réiznych variant fitu) mize vyza-
dovat i nékteré dalsi znalosti (napf. o detailech pouzitého iterativniho algoritmu). Také proto
je potieba vidy dobre zvazit, jestli pouziji linedrni, nebo nelinedrni regresi.

Casto je velmi vhodné predem konzultovat pouziti slozitéjsich nelinearnich modeld se
statistikem (a vyhnout se tak frustraci z netspésnych pokusi o fit ptili§ ambiciézniho mo-
delu na nevhodnd a/nebo malo informativni data), nebo dokonce blamadzi s vysledky zalo-
Zenymi na nekorektnich odhadech parametr s jinou interpretaci, nez jakou uzivatel naivné
predpoklada.

1.1 Jak &ist tuto knihu

Tato kniha se zabyva dvéma skupinami statistickych metod: parametrickou a neparame-
trickou nelinearni regresi. Je napsdna tak, Ze je ctenaf muize studovat oddélené. Na zacatku
kazdé ¢asti je predstavena trocha teorie, kterd je nezbytna k pochopeni dané metody. Dile
pak nasleduji kapitoly, jez obsahuji prakticka feseni prikladuL.

V prvni kapitole je vysvétlen rozdil mezi linedrnim a nelinedrnim modelem, pricem? je
kladen diiraz na praktické rozhodovani, kdy ktery modelovy pfistup pouZit.

Ve druhé kapitole zopakujeme néco malo ze stfedoskolské matematiky. Cilem je ukazat
¢tenafi vyznam parametrtl riiznych nelinedrnich funkci. Na zavér kapitoly jsou ilustrovany
nékteré zakladni vlastnosti vybranych funkei. Pak se hloubéji podivame na to, jak linedrni,
resp. nelinearni funkéni zavislosti vznikaji a jaké maji vlastnosti dtlezité z pohledu pouziti
pti analyze dat.

Treti kapitola obsahuje teorii nutnou k pochopent toho, jak parametricka nelinearni re-
grese pracuje a jaké jsou s ni spojeny problémy. Je zde stru¢né predstaven zptisob odhadu
neznamych parametrt v nelinearnim regresnim modelu. Déle se zde probiraji riizné roz-
$itujici specifikace zakladniho nelinearniho regresniho modelu, naptiklad rtizné korela¢ni
struktury, které mohou byt pritomny v reziduich. Nakonec jsou v této kapitole predstaveny
nékteré vybrané R implementace zaloZené na pouziti uzivatelsky velmi pratelskych tzv. self
starting functions.

Kapitola ¢tvrtd je velice kratkd, presto dtlezitd. Ma pomoci zacate¢nikovi zorientovat
se v metodach a jejich R implementacich pouzivanych v tomto dile pomoci jednoduchého
kli¢e, nikoli nepodobného ur¢ovacim kli¢im pouzivanych biology.



Kapitoly 5 az 7 poskytuji podrobnd reseni celé fady konkrétnich prikladi pomoci pa-
rametrické nelinearni regrese. Jsou rozdéleny dle typu modelu vzhledem k typu vysvétlu-
jicich proménnych a typu zavisle proménné. Jednotlivé priklady jsou prezentovany od po-
pisu vécného problému pres zdivodnéni jednotlivych ¢asti modelu az k formulaci zavéru
o zkoumaném jevu. Rizné priklady se snazi ukazat vidy néco nového (jiny typ modelu,
jinou korela¢ni nebo kovarian¢ni strukturu apod.). Postupy, které by se daly/mély pro rtizné
priklady opakovat (takovych je docela hodné), jsme ve vykladu vynechali. Vy je naopak pti
svych praktickych analyzach s vyhodou pouzijete.

Kapitola osma je prvni kapitolou, ktera predstavuje neparametricky pristup k regresi.
Neparametrické a semiparametrické regresi se detailné vénujeme v kapitolach 8-12. V teo-

retické ¢asti osmé kapitoly se dozvite, jak neparametricka regrese pracuje, jaké typy jsou
dostupné, a nakonec je jeden typ pouzit v konkrétni analyze.

Kapitoly 8 a 11 jsou predevsim teoretické. Jsou zaméfeny na semiparametrickou regresi,
na jeji stru¢né teoretické zaklady a implementaci v prostredi R.

Kapitoly 10 a 12 obsahuji priklady z praktické analyzy dat pomoci semiparametrické re-
grese. Maji podobnou strukturu jako kapitoly 5 az 7. Také obsahuji nékolik stejnych prikladu
jako kap. 5 a 6, pouze jsou zde analyzovany jinou metodou.

Datové soubory pouzité v této knize si miiZete stahnout z adresy https://www.press.muni.cz/
analyza-3-dil. Na rozdil od predchozich dilii jsou véechna data uloZena v jednom excelovském
souboru, kazdy datovy soubor je na zvlastnim listu oznaceném cislem kapitoly. Uzivatel si je
pak importuje do R pres schranku (clipboard), tedy nejprve oznac¢i do bloku, stiskne kom-
binaci klaves CRTL+C a pak napise v prostfedi R nasledujici prikaz:

> dat<-read.delim("clipboard")

1.2 Konvence

Pii psani jsme se drzeli stejnych obecnych konvenci pro zapis modeld, proménnych a R
funkci jako v predchozich dilech. To znamena, Ze v textu pouzivame dva zakladni typy fon-
tt: Courier New pro prikazy v prostfedi R a Times New Roman pro ostatni text. Courier
New tu¢ny oznacuje uzivatelem zadévané prikazy a jejich argumenty, Courier New obycejny
pak ndzvy objektt a odpovédi programu. Pro Gsporu mista jsme nékteré dlouhé vypisy z R
programu zkratili na nezbytné nutné minimum. Na druhou stranu jsme prikazy a jejich
argumenty zapsali s mezerami, abychom zlepsili prehlednost zapisu. Mezery vSak nemaji
pro zapis v prikazovém radku vibec zadny vyznam. Nézvy proménnych, hodnoty para-
metrii a matematické formulace jsou psany kurzivou. Spojité kovarity jsou psany malymi
pismeny, zatimco kategorické vysvétlujici proménné (factor v R terminologii) kapitalkami.
Nazvy trovni faktort uvadime ve strojopisnych uvozovkach. Jména packages (balicki) jsou
podtrzena.
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V kapitolach s priklady jsou data frame vzdycky ,,ptipojena“ pfikazem attach. To pro-
to, abychom je pokazdé nemuseli specifikovat explicitné a zdlouhavé. Mnohé funkce vsak
maji argument data, kterym lze vybrany data frame specifikovat bez jeho predchoziho pti-
pojovani. To je dulezité, pokud stfidavé budete pracovat s nékolika datovymi objekty apod.

Grafy v ramci EDA byly vytvofeny s pouZitim pokud mozno co nejmensiho poctu pti-
kazti, proto jim ¢asto chybi popisky, legendy apod. Teprve findlni grafy obsahuji vSechny
detaily (za cenu del$ich prikaza). Mnohé grafy byly vytvoreny v Cernobilé verzi s pouzi-
tim argumentu col=1. Tento argument byl pro Gsporu mista z ptikazt vynechdn. Podob-
né neuvadime argumenty pro vypsani nazva grafi (main) a pro déleni grafického pole
(par (mfrow)).

Ptirozeny logaritmus (se zdkladem e) se v prostfedi R zapisuje log. Jako oddélovac¢
desetinnych mist je pouzita tecka, nikoliv ¢arka. Hodnoty parametrii jsou v textu zaokrouh-
leny na 2 az 4 cifry.

K vypoctim byla v tomto dilu pouzita verze R 3.4.1 (R Core Team 2017). K vypoctim
byly pouzity tyto balicky: ape, lattice, nlme, mgcv, msm. Nékteré jsou soucdsti kazdé R ver-
ze, jiné je nutné si doinstalovat zvlast.






2.1 Funkéni vztah

Jelikoz nelinearni modely jsou vesmés o funkénich vztazich mezi zavislou (y) a vysvétlujici
proménnou (x) ¢i nékolika vysvétlujicimi proménnymi, je dobré si pfipomenout a nasled-
né zapamatovat nékteré zakladni vlastnosti ¢asto pouzivanych funk¢nich vztahti na prikla-
dech zvladnutelnych se znalostmi stfedoskolské matematiky. Pro konkrétni model, s nimz
se chystame pracovat, je tfeba si uvédomit matematicky vyznam jednotlivych parametra.
Ve zkratce funkci zna¢ime pismenem fa v zavorce se typicky uvadéji jména vysvétlujicich
proménnych a parametrd, napt. f(x, 0), kde x je vektor vysvétlujici proménné (jejiz hodnoty
jsou znamé), 0 je neznamy parametr, jenz bude odhadovan z dat. Obecné je parametrti vice
o
nez jeden (feknéme k) a pak 6 bereme jako parametr vektorovy, tedy & =| . |. Moznych
O,
funkénich zavislosti je (i pro jediny parametr) nekone¢né mnoho, takze je samoziejmé ne-
muzeme probrat vSechny. Stru¢né si nyni predstavime jen nékolik relativné ¢asto pouziva-
nych funkci. Jmenovité to jsou mocninné, racionalni, exponencidlni, logaritmické a trigo-
nometrické t¥idy funkei.

Mocninné funkce typu y = x” (pro x > 0) s parametrem b se pouziva pro jednoduchou
aproximaci geometrického rustu, kde b urcuje rychlost riistu. Pokud je parametr b vétsi nez
nula, jde o (monoténni) rast. Pokud je parametr b zaporny, jde o pokles. A kone¢né, pro
b = 0 mame konstantni funkci (nabyva konstantni hodnoty b bez ohledu na to, jakou hod-
notu ma vysvétlujici proménna x). Mocninna funkce miize byt doplnéna o dalsi parametry,
napt. y=a-x" & y=a-(x-c)’+d (pro x > c), kde ¢ posunuje ktivku podél osy x, a ,,$kdluje,
tedy ndsobi hodnotu (x - ¢)" a tim zrychluje nebo zpomaluje rtist funkee, a d posunuje celou
ktivku podél osy y (obr. 2-1A).

Raciondlni funkce typu y = a + popisuje (pro x > ¢) asymptoticky rust nebo po-

X+c
kles k néjaké hodnoté. Parametr a posunuje ktivku podél osy y a definuje vodorovnou asym-

ptotu (hodnotu, ke které se funkce blizi pro hodné velké hodnoty x). Znaménko parametru
b pak urcuje, zda se jedna o funkci rostouci, ¢i klesajici (obr. 2-1B).

1 7 x v 7 4 7 7
Exponencidlni funkce typu y = 4" (pro A > 0 a kazdé redlné x) ma argument x v expo-
nentu (na rozdil od mocninné funkee, kde v exponentu mame konstantu). Pouziva se pro
popis jevil, které se s rostoucim x velmi rychle zvétsuji nebo zmensuji. Pro kazdé A > 0
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muazeme tuto funkci ekvivalentn& piepsat jako y = 4" =" ", Pfirozenym zobecnénim

exponencialni funkce je funkce se tfemi parametry: y =a-e”*+d, kde parametr b urcuje
zédkladni tvar, ktery pak tento parametr ,,$kaluje®. Oba tedy ovliviiuji derivaci (tj. ,okamzitou
rychlost®) v kterémbkoli bodé x. Parametr d posunuje celou kiivku podél osy y. Tuto ktivku
samozfejmé mizeme dile zobecnit na kiivku se ¢tyfmi parametry y=a-¢’*“+d, kde para-
metr ¢ posunuje ktivku podél osy x (obr. 2-1C). To se miize jevit jako vzdy vyhodna a zadou-
ci vlastnost. Koneckoncd, obecné, ¢im vétsi je pocet parametra funkcee, tim je funkce ,,plas-
ti¢téjsi“ (ale pozor: nartst ,flexibility pro dalsi pfidany parametr se mize s jejich poctem
hodné snizovat — efekty riiznych parametrt spolu ¢asto interaguji). Je dobré si vSak hned
uvédomit, Ze vétsi pocty parametrii pfinaseji zna¢né komplikace. Uvedenou exponencialni
funkci totiz nebudeme moci bez dodate¢nych externich informaci identifikovat (,,fitovat®)
jen z naméfenych dat. Ptéte se pro¢? Tuto funkci Ize rozepsat jako:

(- a . ~ b ~ a
a9 vd = “he & +d=a.e" +dpro d=——.
e‘c e (4

Zvolime-li pak napt. a =k-q, a ¢ =c +

log(k
%() pro libovolné kladné k, dostaneme napros-

to stejny pribéh modelu (a tedy i naprosto stejny fit), jako kdybychom volilia = a,a ¢ = ¢,
log(k) )

a (a,, ¢,) z dat samotnych naprosto nijak odlisit. To znamena, ze bez dodate¢nych informaci
o hodnoté nékterého z parametrt budeme schopni identifikovat jen tfi parametry, nikoliv
viechny ¢tyti, a to z jakkoli velkych dat. Ctytparametrovy model tedy neni identifikovatelny
(non-identifiable). Av$ak pokud bychom z externich zdroju ptesné znali hodnotu parametru
¢ (tfeba z néjaké teorie), Ize zbylé tii parametry z dat odhadnout. Zminény problém neni jen
néjakou teoretickou hrickou. Jde o zdsadni potiz, se kterou se mizeme bézné setkat v praxi.
Zatimco tfiparametrovy model muze jit z dat velmi hladce odhadnout, model ¢tyfparame-
trovy odhadnout prosté nelze (at je dat jakékoli mnozstvi a at jsou jakékoli kvality). Dobra
numericka odhadovaci procedura by to méla poznat - a (véts$inou) i pozna a povi, i kdyz pro
laika ne vZdy na prvni pohled pochopitelnym zpiisobem. Naptiklad vyda hlasku o singula-
rité hesianu (Hessian singularity), o ptekroceni povoleného poctu pulicich kroku (halving
steps) nebo 1 hlasky jiné, jesté krypti¢téjsi. V komplikovanéjsich modelech se miizeme navic
setkat i s tim, ze singularitu (tedy to, ze model z dat neni identifikovatelny) prosté nepozna
a jen bude mit ,néjaké problémy s konvergenci® Je vzdy na uzivateli, aby o svém modelu
ajeho dusledcich pro fitovana data premyslel. Numericka procedura pouzita k odhadu muize
chytrému napovédét, ale v Zadném pripadé nemuze prevzit odpovédnost za vée, co uZivatel
pti formulaci pokazi, tfeba pfehnanymi ambicemi na fit ,,velkého“/komplikovaného modelu.
Rada v praxi se ¢asto vyskytujicich potiZ je viak jesté subtilnéjsich/zaludnéjsich. Model to-
tiz mtize byt teoreticky identifikovatelny, ale konkrétni data, na kterych se fit modelu prova-
di, identifikaci nemusi dovolovat. Intuitivné jasné to asi je v pfipadé dat malého rozsahu, ale
k obdobnym potizim muize dojit i u dat velkych a ,,nevhodné uspotradanych® Napriklad data
jen s malymi stfednimi hodnotami vysvétlujici proménné x pro model s nékolika parametry,
z nichZ jeden ma vyznam asymptoty pro nekonec¢né velké x. S narustajici komplexitou mo-
delu je tézsi a téz$i podobné problémy detekovat. Dalsi komplikace ptinasi situace, ve které

Jinak feceno, pro parametry a a ¢ nejsme schopni dvojici jejich hodnot (k- a,, c, +
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se nékolik parametrt navzajem ¢aste¢né kompenzuje (jejich odhady jsou asymptoticky rela-
tivné silné korelované) a k jejich dobré separaci je zapottebi hodné a ,,dobre usporadanych*
dat. Analyzovat, co slova ,,dobfe usporadanych pfesné znamenaji, nemusi byt viibec jedno-
duché. Presné to v§ak mtize obnaset navrh experimentalniho designu v podminkach kon-
krétniho nelinearniho modelu. To vétsinou vyzaduje spolupraci se specialistou — statistikem.

Dalsim, ¢asto pouzivanym ¢tyfparametrovym modelem je exponenciala s kvadratickym

_(x—c)Z

b

Clenem: y =a.e +d (pro b > 0, a > 0). Pov§imnéme si, Ze takovy tvar m4 i husto-

ta normalniho ¢i Gaussova rozdéleni (Gaussovského kopce), kde a udava vysku vrcholu,
b souvisi se $itkou kopce, ¢ definuje pozici kopce na ose x a d posunuje cely kopec po-
dél osy y (obr. 2-1D). V praxi vSak miize byt velkym problémem vsechny ¢tyfi parametry
(a, b, ¢, d) odhadnout z dat. Pfestoze model je formdlné identifikovatelny, pro konkrétni
velikost, kvalitu a usporadani dat muze byt tézké (ba i nemozné) takovy model fitovat. Jed-
nim z divodu, pro¢ je s nelinedrnimi modely ,,tézka prace", je i to, ze identifikovatelnost je
nutnou, ale nikoli postacujici podminkou k uspé$nému fitu na konkrétni redlna data. To je
jev, se kterym se napriklad u linedrnich modelii normalné nesetkavame (snad s vyjimkou
extrémni kolinearity). Pfi fitu ¢tyfparametrového modelu nastane problém, pokud tfeba
v datech nebudou zastoupeny dostate¢né velké (absolutni) hodnoty vysvétlujici proménné x.

Logaritmickou funkei pouzivame nejcastéji ve tvaru y = a-log,(x)+d, prox>0ac>0,
kde ¢ oznacuje zéklad logaritmu (obr. 2-1E). Typicky ovSem pracujeme s pfirozenym loga-
ritmem, tedy ¢ = e = 2.718282..., ktery budeme oznacovat jako log, ptipadné s dekadickym
logaritmem, tedy pro ¢ = 10. Parametr a ,,$kdluje” a parametr d posouva ktivku ve vertikal-
nim sméru.

Koneéné trigonometrické funkce, jako jsou sinus nebo kosinus, popisuji jevy, jeZ se opa-
kuji v pravidelnych cyklech. Obecnd sinové funkce y = a -sin( b - (x —c¢)) + d ma ¢tyfi pa-
rametry: a uréuje vy$ku amplitudy, b definuje délku periody (¢i frekvenci), ¢ posouva kiivku
podél osy x, zatimco d podél osy y (obr. 2-1F). Z podobnych divodi, jako jsou ty zminéné
u Ctyfparametrové exponencidlni funkce, pro zcela obecnou fazi ¢ neni tento model iden-
tifikovatelny (protoze funkce sinus je periodickd s periodou 2n), fzi tedy potfebujeme pro
identifikovatelnost intervalové omezit.

Obecné plati, Ze dany tvar kiivky muze byt aproximovan celou fadou funkci z raznych
tfid a s riznym poctem parametrd. Naptiklad, prabéh racionalni funkce z obr. 2-1B muze
byt aproximovana témito funkcemi: exponencidlni y = a —b-e¢ ", mocninnou y = a - x°, nebo
a-x

jinou racionalni funkci: y =c¢ + 5 (funkce zndma jako feSeni Michaelis-Mentenové
+b-x
rovnice). Podobné kopcovito-hyperbolicky pribéh (obr. 3-1E) mtzeme aproximovat expo-
lns ; —bx Ty w Y , a-x
nencidlni funkci y = a-e™”" (Rickerova ktivka) nebo racionalni funkei: y = 5

(1+c-x)

Vybér vhodné funkce se pak odviji od dalsich vlastnosti, které pozadujeme.
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Obr. 2-1. Ptiklady nékterych funkei. A. Mocninnd. B. Racionalni. C. Exponencialni. D. Exponencialni
s kvadratickym c¢lenem. E. Logaritmicka. F. Trigonometricka.
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Kromé tvaru funkee, jejiho matematického zapisu a vyznamu jednotlivych parametri, je
¢asto zadouci poznat takové vlastnosti funkce, které jsou dilezité pro dany prakticky ucel.
Casto nas naptiklad zajimaji lokalni extrémy. Lokalni maximum nebo minimum funkce
zjistime tak, Ze spocitime nulové body (kofeny) prvni derivace funkce. Jak vime ze stfedni
gkoly, rozhodnuti o tom, zda takovy kofen je maximem ¢i minimem, souvisi s druhou de-
rivaci (pokud v bodé kotene existuje). TiSe pritom predpokladame, ze néjaky extrémni bod
(maximum ¢i minimum) pro vySetfovanou funkci existuje uvnitf zkoumaného (otevrené-
ho) intervalu, Ze existuji i derivace v kazdém bodé¢ atd. Tyto a dal$i podminky nejsou ani
zdaleka vzdy splnény - jejich ovéreni je plné na zodpovédnosti ,uzivatele® (typicky s nimi
ale nebude problém u jednoduchych, velmi hladkych model&i podobnych tém, které budeme
pouzivat k ilustracim v této knize). Nalezeni prvni derivace (natozpak vys$sich derivaci, jez
jsou dulezité pti hledani inflexnich bodi, posuzovani toho, zda jde o maximum ¢i minimum
apod.) funkce neni pro nematematicky vzdélaného ¢lovéka vzdy tak Gplné snadné. Nastésti
lze v programu R leccos zvladnout jak numericky (vyhodnocenim aproximace k pozado-
vané derivaci v pozadovanych bodech), tak symbolicky (analytickym vyjadfenim derivace
obdobnym tomu, které bychom dostali pti odvozovani na papite). K vypoctu symbolickych
derivaci funkci jedné ¢i vice proménnych v R slouzi procedura D. Ta umi derivovat leccos,
ale samozrejmé ani zdaleka ne vse (zajemce o derivace ¢i integraly komplikovanéjsich funk-
ci jednozna¢né odkazujeme na specializované programy typu Mathematica®). Pti vypoctu
derivace nejprve definujeme pozadovanou funkci pomoci piikazu expression, pak ji
ptikazem D zderivujeme podle nékteré z vysvétlujicich proménnych, napt. x (definovana
funkce muze mit vice vysvétlujicich proménnych - v takovém pripadé pak D vici jednomu
z nich odpovida parcialni derivaci). Prvnim argumentem D je rovnice funkce, kterou chce-
me derivovat, a druhym pak proménnd, podle niz se derivuje (ta je uvedena v uvozovkach
—jako znakova proménna). Postup si ukdZeme na vypoctu derivace pro nasledujici, relativné
komplikované vypadajici funkci:

_(x-5)°
y=2-e > +8.

> y <- expression (2*exp (- (x-5)"2/3)+8)
> D(y, "x"
—(2 * (exp(-(x - 5)"2/3) * (2 * (x - 5)/3)))

Odpovédi programu je rovnice prvni derivace zadané funkce vici jediné vysvétlujici
proménné, x. S pomoci piikazu pro vykreslovani analyticky zadanych kiivek, curve, vyne-
seme nyni ptivodni funkci i jeji derivaci do stejného grafu, abychom vidéli, jak spolu souvisi.

> curve (2*exp (- (x-5)*2/3)+1,x1lim=c(0,10), ylim=c(-1,3), lwd=2)
> curve(-(2 * (exp(-(x - 5)72/3) * (2 * (x - 5)/3))), add=T, 1lty=2)
> abline (0, 0, 1lty=3)

Jak vime, derivace funkce odpovida ,,okamzité rychlosti“ (obr. 2-2). V bodé maxima (¢i
minima) protind osu x, v inflexnich bodech dosahuje maxima ¢i minima, v bodé maximadlni
rychlosti nartistu dosahuje vrcholu, v bodé maximadlni rychlosti poklesu dosahuje minima. Klad-
né hodnoty derivace znamenaji, Ze ptivodni funkce je rostouci, zaporné pak klesajici. Méni-li
prvni derivace znaménko, mame co do ¢inéni s ne-monoténni funkei. Uz z prvni derivace tak



