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Seznam zkratek a symboli

Vseobecné konvence znaceni
V celém textu jsou pouzivany nésledujici bézné konvence znaceni.

Symbol/zkratka Popis
Ciselné obory

N prirozend ¢isla: 1,2,3,. ..
No :={0}UN nezdporné celd ¢isla: 0,1,2,3,. ..
Z celd ¢isla: typicky 4,7, k,m,n
Zn :={0,1,...,N — 1} zbytky po déleni celého &isla ¢islem N € N
nmod N operace modulo: zbytek po déleni ¢isla n € Z ¢islem N € N
R realnd cisla: typicky r, s, t

1 pror >0
sgnr:= <0 pror =0 znaménko cisla r € R

—1 pror<0
Kd dolnf{ celd ¢ast éisla r € R
Rt :={reR|r>0} nezapornd realnd cisla
R™:={reR|r <0} zapornd redlnd ¢isla
R* :=RU{oo} U {—oc} rozsifend mnozina realnych cisel
Q racionalni ¢isla
C komplexni ¢isla, typicky c, z

z znadi ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z € C

Re (Se) redlnd (imagindrni) ¢4st ¢isla ¢ € C
F zéstupny symbol pro ¢iselny obor C nebo R (viz 2.1)

Matice a vektory

napr. A, B,C matice rozméru (typu) m xn, m > 1,n > 1
(tucéné velkymi pismeny)
napt. x,y, z vektory rozméru n x 1 (standard) nebo 1 x n, n > 1

(tuéné malymi pismeny)

MnozZiny
U sjednoceni disjunktnich mnozin
| M| mohutnost (kardinalita) mnoziny M
No spocetnd mohutnost
I obecné (jakdkoliv) indexovd mnozina
J nejvyse spocetnd uplné usporadana indexova mnozina, obvykle

J=Nnebo J =27 (J #0): viz 6.3
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xii

K
exp X

{an}, {an}nes

pros.v.n € J

FJ

Za"’ ZnEJan
napf. f,g,h

f(t)

f(t) = f(tlv"'7t'fl)

supp f = {t | f(t) # 0}

1 protesS
15(t) ==
s®) {0 jinak
5(t)

1 TO M ="n
Om,n :{ p

0 prom#n

[y, F@)dt

[ rydt = fRf(t)dt

[, F®ar)

Sy £(0) dntt)
s.v. na M
esssup f(t)

teM

napt. X,Y, X1,Y1, X2, Y2..

T,Y,T1,Y1,T2,Y2 ...

F(X,Y)
napr. T: X - Y

T7hY > X

T:- XY, XCY
T'(x) nebo struéné Tz
T (M)

T=(M)

koneé¢nd indexovd mnozina (K # 0)
mnozina vSech podmnozin mnoziny X

Funkce

posloupnosti

pro skoro vsechna n € J neboli pro vSechna n € J az na konecné
mnoho

mnozina vsech ¢iselnych posloupnosti (zobrazeni J — F)

sumace fady

komplexni funkce redlného argumentu (R” — C, n € N), neni-li
feCeno jinak

hodnota funkce f v bodé t € R (jen pron = 1)

hodnota n-rozmérné funkce f v bodé t € R"

hodnota skaldrni funkce f po slozkdch vektoru ¢t € R™

(rozmér t je zachovan)

nosi¢ funkce f

charakteristickd funkce podmnoziny S C R™

Diracova ,funkce“ jakozto slabd limita funkciondla v teorii
zobecnénych funkei (distribuci): §(¢) := lima_o %1(_é A)(t),
272

Jo F@®)5(t) dt = £(0)

Kroneckeruv symbol (m,n € Z)

Lebesgueuv integral

integral f na méritelné mnoziné M, kde integral i méfitelnost je
v Lebesgueové smyslu

Lebesgueuv integral f na M =R

Lebesguetv—-Stieltjestv integral na M

Lebesguetv integral s obecnou mirou p na M

skoro vsude na M, neboli pro vSechna t € M s vyjimkou podmnoziny

nulové miry
esenciilni supremum funkce f na M:

esssup f(t) ;= inf{C | f < C s.v. na M}
teM

Prostory a jejich prvky

.prostory: neprazdné mnoziny opatrené néjakou strukturou

prvky vyse uvedenych prostorta

Operatory

prostor v8ech operdtori (zobrazeni) X — Y (mnoziny)
(linedrni) operédtor neboli zobrazeni zachovavajici (linedrnf{) struk-
turu (napf. homomorfismus)

(bijektivni) inverzni operdtor k (bijektivnimu) operdtoru T'
identické vnoreni (inkluze) podmnoziny X do Y

hodnota operatoru 7' v bodé x

obraz mnoziny M v operdtoru T

uplny vzor podmnoziny M C Y v zobrazeni T: X — Y

T Y M):={zeX|Tzc M}

uplny vzor prvku y € Y

identicky operator, na X

nulovy operdtor, na X (0x: X —Y)



Seznam zkratek a symbolu xiii

Znaceni zavedené v textu
Nasleduje abecedni seznam zkratek a symbola spolu s odkazem do textu, kde byly
zavedeny.

Znaceni Popis Odkaz do textu
As < Ry, S < By nejlepsi meze framu/Rieszovy baze @ 6.53
ar,fr (ar <T < Br) nejlepsi meze (kvadratické formy) operdtoru T' 3.48, 3.51
B-prostor: B, B1, B2 ... Banachtiv prostor 2.57
B(X,Y) prostor ohranic¢enych linedrnich operatortu 3.3

BSV Banachova—Steinhausova véta 3.21

C(9) prostor funkef spojitych na J 2.83
DCK diskrétni cyklickd konvoluce C.28
DFT diskrétni Fourierova transformace C.5, C.10, C.12
DLK diskrétni linedrni konvoluce C.28

dx metrika na X 2.35
D(T) defini¢ni obor operatoru T' 2.3

A(t) trojihelnikovy puls C.23
A={An}nes rozdilova Besselova posloupnost 6.74

dim X dimenze prostoru X 2.2

& ={en}tnes piirozens ONB v (2 2.89
FFT rychld Fourierova transformace (Fast Fourier Tr.) C.7

FR Fourierova rada 2.92, C.1
F pole skalard, kde bud F = C nebo F =R 2.1

~(M) hranice mnoziny M (v topologii) 2.18
H-prostor: H, H1, H» ... Hilbertav prostor 2.71

Hf_, H? Hardyho prostory 2.114
HBV Hahnova-Banachova véta 3.13

IMT véta o inverznim zobrazeni (Inverse Mapping Th.) 3.8
Int(M) vnitfek mnoziny M (v topologii) 2.18
K(s,r) oteviend koule o stfedu s a poloméru r 2.35
K(z,y) jadrova funkce (jédro) RKHS-prostoru 8.2, 8.5
L-izomorfismus linearni izomorfismus 2.7
L-(pod)prostor linedrni (vektorovy) (pod)prostor 2.1

LP (P p-prostory 2.83,2.84,2.87,B.8
Z’} p-prostor T-periodickych funkeci 2.118, C.2.1
In prostor N-periodickych posloupnosti C.2.2

Ly linedrni struktura vektorového prostoru nad F 2.1

L(M) linedrni obal mnoziny M 2.1
L(X,Y) prostor linedrnich operatorti z X do Y 2.3
LI(X,Y) prostor linedrnich izomorfismt z X na Y 2.7
M-(pod)prostor metricky (pod)prostor 2.35
ML-prostor metricky linedrni prostor 2.50
NL-prostor normovany linedrni prostor 2.54
N(T) jddro (nulovy prostor) operdtoru 7' (null space) 2.3

o, or oteviené okoli, ryzi (v topologii) 2.18
OGS ortogondln{ systém (mnozina) 2.74
OMT véta o otevieném zobrazeni (Open Mapping Th.) 3.7

ONS, ONB ortonormaln{ systém (mnozina), baze 2.74
PW-prostor Paleyho—Wieneruv prostor 2.109

PI Parsevalova identita 6.32, C.1.1
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Xiv

Pr

RB

rect(t)

RFV

RVR

R(T)

RLRE
RKHS-prostor

sin 7t

sinc(t) := =

SVD
T-(pod)prostor
TF-prostor
TL-prostor
TLI

TLI(X,Y)

Tx

T(S)

Ul

VS-prostor

Operac¢ni symbol

prostor T-periodizovatelnych funkei

Rieszova baze

tzv. obdélnikova funkce
Rieszova—Fischerova véta

Rieszova véta o reprezentaci

obor hodnot operatoru T' (range space)

obor hodnot souradnicového zobrazeni v bazi @

H-prostor s reprodukénim jadrem (kap. 8)
X, {:I:}, [{:E}], LK[y;aL ‘C(K)v K[y]
funkce sinc (sinus cardinalis)
singuldrni rozklad matice
topologicky (pod)prostor

prostor funkci koncentrovanych v case i frekvenci

symboly pouzivané v kap. 8

topologicky linearni prostor
topologicky linedrni izomorfismus
prostor vsech TLI z X na Y

topologie na X

nejmensi topologie obsahujici S
unitarni izomorfismus
prostor s vnitinim souc¢inem

Popis

2.121
6.40

(C.19)

6.32

3.19

2.3

6.16

8.3

8.1

2.91(b), C.23
5.13

2.18, 2.25
2.104

2.49

2.58

2.58

2.18

2.22

3.90

2.66

Odkaz do textu

w(T)

X,z eX'
y/7 @/7 @\
=F

2>

=Fty

SHENREX x5l |2l x 0 o
ZH e ®®l>< vl —

¢islo podminénosti operatoru T

dudlni prostor k X spojitych lin. funkcionalt z’

duélni prvek, dudlni frame/Rieszova béze

Fourierova transformace = (nebo ortogondlni pro-

jekce  — viz nize)

zpétnd Fourierova transformace x
fourierovsky transformac¢ni par
Hadamardiv souéin (po slozkéch)

kartézsky soucin (nebo korelace — viz nize)

konvergence dle metriky d

konvergence slaba
konvergence stejnomérnd

konvergence v topologii na X
konvoluce, periodicka
korelace, periodicka

linedrni izomorfismus

linedrni podprostor, shoda L-prostorta

matice operatoru DFT
matice (hermitovsky) transponovand k T'
maticova reprezentace operatoru T’

norma, na X

operator adjungovany k 7'

operator dilatace
operdtor diskretiza¢ni (Besseliv) v bazi/framu ¢

operator diskrétni Fourierovy transformace

5.11
3.12

6.63, 6.64, 6.75
2.98, C.12

2.98, C.12
2.102
B.16, C.33
2.10

2.35
3.23
2.85
2.33

C.15, C.28
C.15, C.28

2.7

2.1
C5

3.38

2.14

2.54, B.20(2)
3.32,3.34
3.1

6.28

C5



Seznam zkratek a symbolu

F f: operator Fourierovy transformace v L* 2.95, C.10
F, FE ?zi operator Fourierovy transformace v L2 2.98, 3.1, C.12
Se operétor framovy v bazi/framu & 6.28
Tg operator Fredholmova typu s jadrem B B.18, 3.10
f— }V operétor involuce 3.1
f—=r operator konjugace 3.1
Ry operdtor korela¢ni (Gramiv) v bazi/framu @ 6.28
€q operator modulace 3.1
P, Py operator ortogonalni projekce, na podprostor H  3.65
Ty =T, , 7~“h = fh_ operator konvoluce, periodické
(s imuplzni odezvou h) C.15, C.28, 3.10
T;r , f; operétor korelace, periodické
(s imuplzni odezvou h) C.15, C.28
T+ operator Mooreovy—Penroseovy pseudoinverze k 7' 5.1
T operator zobecnéné inverze k T 5.15
R operator reflexe 3.1
Te operdtor rekonstrukéni v bazi/framu @ 6.16, 6.28
Tb operdtor translace (posunuti) 3.1
VT operdtorova odmocnina z T 3.62
1 ortogonalni na, kolmy na 2.68
Mt ortogonalni komplement mnoziny M 2.73
T:= Pyx ortogonalni projekce z na podprostor H 3.64, 3.65
et =z — Pyzx kolma slozka ortogondlni projekce x na H 3.66
P, @ ortogonalni soucet podprostort 2.72
Il p-norma 2.83, 2.84, B.1
T =TTy, 2~ := T~y pseudoinverzni fedeni rovnice Tz = y 5.4, 5.15
+.3 piimy soucet podprostorti 2.5, A.5, 2.63
T restrikce operatoru 7' na R(T*)
T restrikce operatoru 7' na podprostor L,
ktery je k nému invariantni 7.20
+, Z soucet podprostoru A5
{z}s soufadnice prvku z v bdzi ¢ 6.16
o) () x vnitini (skaldrni) soucin, na X 2.66, B.20(2)
T\ (Ry =Ty ") spektralni teorie: operdtory (rezolventa) 7.1
o(T) spektrum operatoru 7' 7.2
Co(T) spojité spektrum operatoru T 7.2
Po(T) bodové spektrum operdtoru T' 7.2
Ro(T) rezidualni spektrum operdtoru T’ 7.2
R, Noa, N spektralni teorie: prostory 7.1, 7.25
TngI topologicky linearni izomorfismus 2.58
g unitarni izomorfismus 3.90
M uzavér mnoziny M (v topologii) 2.18
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Kapitola 1
Uvod

Aparéat funkciondlni analyjzy je v soucasnosti matematickym zakladem mnoha moder-
nich metod aplikované matematiky, které vyznamnym zpusobem pfispivaji k rozvoji
celé Tady dalsich védnich obort. Tyka se to predevsim oblasti zpracovdni signdli,
ktera v poslednich desetiletich prochézi revolu¢nimi zménami v pristupu k repre-
zentaci signalt. Historicky dominantni roli hrila dlouhd léta Fourierova analjza
spocCivajici v rozkladu signalu na sinusové kmity z jeho frekvenéniho spektra, kazdy
urceny svoji amplitudou, frekvenci a fazovym posuvem. Jiz od roku 1910 bylo ale
znamo, ze sinusovy prubéh neni jediny vhodny stavebni blok pro reprezentaci signalu.
Pro signaly pulzniho charakteru se ukéazal jako vhodnéjsi rozklad na obdélnikové
kmity — tzv. Haardv systém. Vzhledem k nedostatecné hladkosti bylo ale jeho
pouziti zna¢né omezeno. Prilom nastal az v 80.letech minulého stoleti s prichodem
waveletovych technik, kde stavebnim blokem je tlumené oscilujici funkce predepsané
hladkosti (vinka, wavelet) uréend amplitudou, méfitkem (hraje roli zmény frekvence)
a posuvem. Signal je rozkladan do tzv. waveletového spektra. Haaruv systém se tak
stal jednim z mnoha specidlnich pfipadu waveletovych systémi (nejnizsi hladkost:
Haarova vinka je po ¢astech konstantni funkce).

Klasickou matematickou disciplinou zkoumayjici funkce (signaly) je matematickd
analyza, kterd je standardni soucasti zakladnich kurzi matematiky. Pro ni je typicky
analyticky pristup zaméreny predevsim na lokalni popis a chovani kazdé konkrétni
funkce uréitého typu: spojitost, monotonie (prvni derivace), tvarové charakteristiky
jako konvexnost nebo konkévnost (druhd a vyssi derivace), plocha pod grafem
prubéhu funkce (urcity integral) apod. Funkciondln{ analyza se naopak koncentruje
na strukturni charakteristiky spoleéné urcité tiidé (prostoru) funkci a zkouméni
vztahil mezi nimi (operatory). V tomto textu se omezime na linedrné funkciondlnd
analyzu, kam spada vétsina aplikaci a kde pracujeme s linedrnimi prostory funkci
a linedrnimi vztahy mezi nimi. Z tohoto pohledu lze napriklad pohlizet na derivaci
jako na linedrni zobrazeni (operator) pritazujici funkci f jinou funkci f”. Tento odlisny
pristup se promitd i do zpisobu parametrizace funkce f. V matematické analyze
konkrétni funkeci f(¢) typicky zaddvdme analytickym predpisem f(¢;51,...,05n)
pomoci jejich vnitinich parametra 5y, ..., B,, ktery je obecné nelinearni. Naopak
linedrni funkciondlni analyza, vyjadiuje f typicky jako linedrn{ kombinaci f(t) =
> o0 &nthn(t) v pevné zvoleném systému funkei {1, } generujicich prostor, do néhoz f
strukturné nalezi. Funkci f tak ziskdvdme jako obraz f = T'(£) v linedrnim operdtoru
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T piitazujicim posloupnosti koeficienti € := {,, } funkei f (nap¥. vyjadieni periodické
funkce pomoci rozvoje do jeji Fourierovy fady). Takovy operdtor T muZeme oznadit
za syntezujici, zatimco operator L hledajici k dané funkci pfislusné koeficienty
¢ = L(f) miuzeme oznacit za analyzujici. Ten poskytuje vlastné feseni inverzni tlohy
(stejné jako L := T~! fesf soustavu linedrnich rovnic s reguldrni matici soustavy
odpovidajici T'). Je zfejmé, Ze vlastnosti operatoru T' (resp. generujicich funkei 1)
determinuji jednoznacnost, resp. numerickou stabilitu vypoctu koeficienti &.

Pro ilustraci vezméme 1-periodickou funkci A cos(2nt — ¢),t € R, kterd je sta-
vebnim kamenem ve Fourierové analyze. Ta je vnitiné nelinedrné parametrizovana
amplitudou A € R a fazovym posuvem 0 < ¢ < 2r. Jednoduchou tdpravou dostavame
dvé alternativni linedrni parametrizace (goniometricky a komplexni tvar):

Acos(2nt — ) = acos(2nt) + bsin(2nt) = ce 2™ 4 cel?™,

kde a := Acos(p), b := Asin(y) a ¢ := 1(a — ib). Transformaéni vztahy (4, ¢) —
(a,b) — ¢ odpovidaji prechodu od polarnich ke kartézskym soutadnicim a piipadné
dale do komplexni roviny. Zpétny prechod k amplitudové-fazovému tvaru je dan
vztahy A = va? 4+ 0% a o = arctan % Vidime tedy, zZe prostor kosinovych funkci
{Acos(2nt — ¢) | A € R,0 < ¢ < 2n} je dvourozmérny s bazovymi funkcemi
cos(2nt), sin(2nt).

Zminime strucné nékteré vybrané oblasti aplikaci linearni funkciondlni analyzy.
Tradi¢né nachézela pouziti napf. pri feSeni diferencidlnich a integralnich rovnic
[10, kap.5 a 6, s.223-336] a v kvantové mechanice [10, kap. 7, s.337—416]. V pri-
béhu casu se stala matematickym zdkladem mnoha modernich metod aplikované
matematiky, které vyznamnym zpusobem prispivaji k rozvoji celé rady dalSich
védnich obort. Jako typické oblasti aplikaci mtzeme zminit polynomy a splajny
(pouzivané napi. ve vyhlazovani dat ¢i 3D modelovani), fourierovské spektralni roz-
klady, které hraly dlouhd léta nezastupitelnou roli v mnoha inzenyrskych aplikacich.
typu (vyuzité napf¥. v seismologii nebo v modernich kompresnich formatech pro
obrazy a video). Vyvoj se vSak nezastavil a pokracoval jesté obecnéjsimi systémy
typu ,frame“ (volné prelozitelné jako kostra), které se vyznacuji vétsi pruznosti pii
reprezentaci signéla (rozséhlych dat). Soucasné technické moznosti nabizi k analyze
extrémné rozsahlé datové soubory sbirané v nejruznéjsich oblastech, a pravé tyto
systémy umoznuji takova data efektivné zpracovavat.

Pro tplnost uvedeme zdkladni charakteristiky vybranych funkcionalnich systémi:
Polynomy. Prostor polynomi stupné nejvyse n je jiz vnitfné parametrizovan li-
nedrné: p(t) = co + c1t + -+ + ¢,t" jako linedrni{ kombinace tzv. homogennich
polynomai t*, k = 0,1,...,n. Piesto tato reprezentace neni z numerického hlediska
nejvyhodnéjsi, protoze generatory t* sice tvoif bazi, ale sousedni generatory t¥, t#+1
vykazuji pro velké hodnoty k, typicky na intervalu [0, 1], takika shodny pribéh, tj.
jsou ,skoro“ linedrné zévislé. Z hlediska feSeni inverzni tlohy (vypocet koeficienti)
se tak jednd o Spatné podminénou tlohu (na diskrétnf siti s n 4+ 1 uzly je tfeba
invertovat tzv. Vandermondovu matici, jejiz determinant se blizi k nule s rostou-
cim n). Byly proto navrzeny jiné bézové systémy, které jsou vesmeés v jistém smyslu
ortogondlni a témito neduhy netrpi. Nejbéznéjsi z nich jsou zndmy pod oznacenim
Jacobiho, Cebysevovy, Legendrovy, Laguerrovy a Hermitovy polynomy. Detaily lze
nalézt naptiklad v monografiich [69, kap. 6] a [8].
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Splajny. Prostor po ¢astech polynomickych funkei stupné nejvyse n s predepsanou
hladkosti v pevné predepsanych bodech napojeni, tzv. uzlech. Pivodni vnitini para-
metrizace je ddna souborem koeficient jednotlivych polynomu spolu s podminkami
na hladkost [1]. Pozd&jsi moderni piistupy [3] spoéivaji v nalezeni baze tzv. B-splajni
tohoto prostoru umoznujici kazdy splajn vyjadrit jako linedrni kombinaci B-splajnu.
Fourierova fada [21, kap. 13, s.429-454]. Libovolnou T-periodickou! funkeci s ko-
neénou variaci? (T' > 0) lze dle znamé Dirichletovy véty rozvinout do Fourierovy fady,
kde stavebnimi bloky jsou kosinové funkce A, cos(2nnt/T — ¢,,) kmitajici na harmo-
nickych frekvencich n =1,2,3,..., tj. s periodami T, %, %, ... Podobné jako vyse
lze pak Fourierovu fadu funkce f(t) zapsat v amplitudové-fazovém, goniometrickém
nebo komplexnim tvaru:

ao
ft) = 5 + E Ay, cos(2nnt/T — py,)
neN
ap .
=5+ §EN an cos(2nnt/T) + by sin(2nnt/T)

_ E Cn612nnt/T7

nez

kde posledni komplexni tvar je pouzitelny i pro rozvoj T-periodické komplexni
funkce a v pifpadé realné funkce vykazuje symetrii koeficientti c_,, = ¢,,co = 4.
Fourierovy rady predstavuji klasické téma, takze ke studiu existuje siroky vybeér
vhodnych specializovanych studijnich textt, napf. [30] nebo novéjsi [31].
Waveletova fada [21, kap. 12, s. 351-428]. Waveletovy systém je mnozina funkef
{a™/?4(a"t — kb)}k nez Pro pevné ¥ € L2(R) (zdkladni vinka) a parametry a > 1
(zékladni métitko) a b > 0 (krok ¢asového posunuti). VSechny bazové vinky jsou tak
pro kazdou dvojici (k,n) ziskdny z matefské vlnky zménou jejiho méfitka a™ a posu-
nutim kb. Je zfejma analogie s Fourierovou fadou, kde (t) = cos(t) (zakladn{ vlna),
a= % je zakladni méritko a ¢y, posuv v roli kb. Existuje velké mnozstvi publikaci
vénovanych teorii waveleti, napf. klasickd monografie od Ingrid Daubechies [9], kterd
znamenala zasadni piinos zkonstruovanim waveletového systému s mnoha dobrymi
vlastnostmi (s omezenym nosicem aj.). Zajimavou publikaci pfedstavuje [27], kde je
dokonce popsdna konstrukce splajnovych wavelett (kazda vlnka je splajn). Aplikaéné
uzite¢nd muaze byt kniha [52].

Gaborova fada [21, kap. 11, s.301-350]. Systém m4 tvar {e2™g(t — kb)}y nez
pro pevnou (neoscilatorickou) funkci g € L?(R) (zédkladni okno) a parametry a > 0
(zdkladni frekvence) a b > 0 (krok posunuti). VSechny bdzové vinky jsou tak pro
kazdou dvojici (k,n) ziskdny ze zékladniho okna frekvencéni modulaci o frekvenci
na a posunutim kb. Frekvence oscilace je zde na rozdil od waveletového systému
fizena primo modula¢nim ¢lenem a nikoli zménou méritka oscilatorické zékladni
vinky. K systematickému studiu lze doporuéit napiiklad [16].

! Na rozdil od znageni pouzitého vyse zde T reprezentuje periodu signélu, tedy kladné &islo,

nikoliv operator.
2 Frekvence kmiti nesmi riist nade vechny meze, napf. funkce sin % nemé kone¢nou variaci na

intervalu (0, 1].
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Framy [21, kap. 8, s.203-246]. Frame® je systém ddle zobeciiujici vyse uvedené
pristupy do abstraktnéjsi podoby. Pocatky sahaji k préci [13], neddvné monografie
[25, 26] jsou vhodné pro ucelené systematické studium. Frame rovnéz generuje cely
prostor, ale muze byt bohatsi nez baze (obvykle sjednoceni nékolika znamych bazi)
a pritom rovnéz umoznujici reprezentovat funkci pomoci rozvoje do nekonecné rady,
ale nejednoznacéné (nekoneéné mnoha zpusoby). Tato nejednoznaénost samoziejmé
prindsi numerickou nestabilitu pri hledani rozvoja. Je proto treba doplnit néjaka dalsi
omezeni. Obvykle vystupuje pozadavek najit pro danou funkci (nebo alespoii pro jeji
dobrou aproximaci) rozvoj s co nejmensim poctem nenulovych koeficientu, tzv. ridky
rozvoj (v angli¢ting sparse). ZvySend vypodetni ndrocnost je bohaté kompenzovana
vetsi flexibilitou, nebot ridka reprezentace vlastné predstavuje vybér optimalni
konec¢né subbéaze pro danou funkci. V posledni dobé probiha intenzivni vyzkum
jednak v teoretické roviné (jak poznat, Ze funkce m4 Fidkou reprezentaci v daném
systému), tak i v roviné algoritmické (jak takovy Fidky rozvoj nalézt) — viz napiiklad
starsi ¢lanek [24], ktery podnitil dalsi vyzkum v této oblasti. P¥ehledovd préace [7]
struéné shrnuje aktudlni stav, stejné jako monografie [14] detailné popisujici celou
skalu existujicich algoritmu. Existuji i adaptivni techniky umoznujici prizpasobit
reprezentaci. K prvnimu sezndmeni s problematikou framu a fidkych rozvoju jsou
vhodné publikace [50, 23, 22, 41], které jsou dostupné ke stazeni v elektronické
podobé a kde ¢tenar nalezne dalsi odkazy.

Tato monografie je prvni ¢eskou publikaci, kterd podava konzistentni vyklad
zminénych pokrocilych technik. Tim dopliuje dostupné ceské zdroje, napr. kvalitni
ucebni texty k prednaskam na Karlové univerzité v Praze:
https://www.booktook.cz/p/uvod-do-funkcionalni-analyzy/
https://www.databazeknih.cz/knihy/uvod-do-funkcionalni-analyzy-461751
https://www.megaknihy.cz/matematika/198960-zapisky-z-funkcionalni-analyzy.html
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/pages/fa.php#
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ufa/funkcionalka.pdf
V anglic¢tiné sice obdobné publikace k nalezeni jsou, ale obvykle nepropojuji teorii
s priklady aplikaci. Tato monografie je prvni svého druhu koncipovand s cilem
zminovanou mezeru zaplnit. Sestava z deviti kapitol a osmi priloh.

Klasickd témata dvodniho kurzu pokryvaji kapitoly 2-4 spolu s volitelnymi
rozsirujicimi prilohami A—C. Cilem vSak neni podat jejich vycerpédvajici vyklad, ale
zminéné déle.

Ctenéf zde tedy najde mnozstvi odkazt do existujici Geské i anglické literatury,
kde muze dohledat podrobnosti (detaily dikazu aj.). Je samozfejmé mozné je vyuzit
i pro bézné ivodni prednéasky z funkciondlni analyzy v magisterském studiu. Vybrani
studenti pak mohou plynule navizat kapitolami 5-9 v doktorském studiu dle jeho
konkrétniho zaméfeni.

Kapitoly 5-9 spolu s pfilohou F predstavuji jadro celé monografie (pfiblizné polo-
vinu celkového rozsahu) a jsou zaméfeny na moderni partie zahrnujici pseudoinverzn{
operatory, framy a RKHS-prostory (Hilbertovy prostory s reprodukénim jadrem:

3 Prejimame tento pojem z angli¢tiny, jelikoz si ani nejsme védomi ekvivalentu v ceské literatufe,
ani jsme vhodny preklad nenalezli.


https://www.booktook.cz/p/uvod-do-funkcionalni-analyzy/
https://www.databazeknih.cz/knihy/uvod-do-funkcionalni-analyzy-461751
https://www.megaknihy.cz/matematika/198960-zapisky-z-funkcionalni-analyzy.html
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/pages/fa.php#
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ufa/funkcionalka.pdf
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RKHS — Reproducing Kernel Hilbert Space) pro potfeby naroénych aplikaci z ob-
lasti zpracovani signall, redukce parametri v modelech, strojového uceni a umélé
inteligence s predpokladanym vyuzitim pfi pripravé mezioborové orientovanych
doktorandskych kurzu. Tato pokrocila témata jsou pritom vyloZena ve vzajemnych
souvislostech, které nejsou zfejmé a jen obtizné dohledatelné ve specializované li-
terature. Kapitola 9, ale v mensi mire i kapitoly predchozi, zahrnuji radu priklada
z oblasti zpracovani signdll a souvisejicich tloh.

Do prilohy D byly zarazeny rozsdhlejsi nebo technicky komplikované dikazy
nékterych tvrzeni, véetné interaktivnich vazeb do hlavniho textu, kde je jejich
presné znéni uvedeno. Pri prvnim ¢teni je mozno je preskocit a vratit se k nim
pozdéji. Naopak dikazy zaclenéné do hlavniho textu prispivaji k porozumeéni latce
a pochopenti §irsich souvislosti. Nékteré jsou prenechany za cviceni ¢tenari, pricemz
naro¢néjsi jsou po strané oznaceny hvézdickou *. K vybranym cvicenim lze dohledat
feseni v priloze E. Priloha G shrnuje obsah celé knihy ve ¢tyfech prehlednych
tabulkdch. Zavérecna priloha H obsahuje seznam soubori, které jsou k dispozici
v online repozitari jako doplnék ke knize.

Pro usnadnéni studia je text na zacatku doplnén o seznam pouzitych symboli,
zkratek a oznaceni.

Monografie je tedy zajimava jak pro teoretiky (vyzkumniky i ucitele — podle
monografie lze vybudovat kurz ¢i semindf), tak pro inZenyry, zejména z oblasti
telekomunikaci a zpracovani signald, i dalsi specialisty zabyvajici se naptiklad pro-
blematikou dolovani z dat (data mining) metodami strojového uceni (neuronové sité
aj.), statistickymi ptistupy a dalsimi.


https://github.com/rajmic/book-funkcionalni-analyza




Kapitola 2
Prostory

Reélnymi prvky okolniho svéta jsou body v trojrozmérném prostoru Fs. V tomto,
tzv. euklidovském prostoru, lze zavést vektorovou geometrii: vektor udava
orientovany smér od jednoho bodu k jinému.

Neni tedy nijak prekvapujici snaha tyto objekty formalné kvantifikované popsat.
Zvolime-li v prostoru pevné néjaky bod (pocatek) a tii na sebe kolmé sméry
(sourfadné osy), je mozno kazdy bod (resp. vektor & sméfujici od pocéatku k tomuto
bodu) popsat jednozna¢né trojici jeho soufadnic © = [z1, 22, 23] (kolmé pruméty x na
soufadné osy). Kazd4 rovina (resp. piimka), prochézejici po¢étkem pak predstavuje
dvojrozmérny (resp. jednorozmérny) euklidovsky podprostor Es (resp. E1) v Ej.

Geometrickému sec¢itani a nasobktim vektort odpovidaji prislusné operace s jeho
souradnicemi (se¢itani a ndsobeni skaldrem po slozkach). Timto zpusobem je v mno-
ziné F3 zavedena linedrni struktura — dostdvame matematickou strukturu nazyvanou
linearni (vektorovy) prostor.

Euklidovska geometrie vsak umoznuje také mérit vzdalenost dvou bodti, coz
vede k pojmim metrika a metricky prostor. Odtud je odvozena délka vektoru
nazyvana norma jako vzdélenost jeho koncovych bodii. Spolu s konzistentni linedrni
strukturou tak dostdviame pojem normovaného linearniho prostoru.

Z hlediska geometrie uz zbyva jen zavést operaci, kterd umozni spoéist (oriento-
vany) uhel mezi dvéma vektory x a y. Tou je operace nazyvand skaldrni (vnit¥ni)
soulin: (x,y). Na vrchol strukturdlni pyramidy (viz obr. 2.1) se tak dostava prostor
s vnitfnim soucinem, téz nazyvany unitarni prostor. Ten predstavuje struk-
turu zachycujici vycCerpavajicim zpusobem vSechny podstatné vlastnosti geometrie
euklidovského prostoru. Pomoci euklidovské metriky se dostdvame ke struktural-
nimu pojmu euklidovské topologie zavadéjici napr. pojmy oteviena mnozina
(sjednoceni otevienych kouli), uzavienad mnozina (komplement oteviené mnoziny),
spojitost, konvergence aj. Mnozina opatiena topologickou strukturou se nazyva
topologicky prostor. Pridame-li k topologickému, resp. metrickému prostoru kon-
zistentnim zpusobem i linedrni strukturu, dostdvame topologicky linearni, resp.
metricky linearni prostor.

Strukturu prostoru E3 lze dale prirozenym zpusobem rozsirit do libovolné konec¢né
dimenze N € N na N-rozmérny euklidovsky prostor Ey, jehoz prvky jsou usporadané
N-tice redlnych nebo dokonce komplexnich éisel [z1,xs,...,zy]. Ukazuje se, Ze
vSechny podstatné vlastnosti zustavaji v platnosti.
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Kvalitativni zména nastava az prechodem k prostorim nekonec¢né dimenze: prostor
posloupnosti {x,}nes, |J| = No, resp. prostor funkei {f(¢)}+cg definovanych na
vhodném defini¢nim oboru J (obvykle 3 C R je interval redlnych ¢isel). V tomto
pripadé je treba omezit vybér posloupnosti, resp. funkci. Obvykle predpokladame
urcity typ absolutni sumovatelnosti, resp. absolutni integrovatelnosti. I tak jsou
nekonec¢né rozmérné prostory natolik bohaté, ze nékteré vlastnosti lze z konecné
rozmérného prostoru prenést pouze po pridani dalsich omezujicich podminek. Tyto
rozdily budou konkrétné diskutovany v dals$im textu.

VySe zminéné prostory jsou specidlnim pripadem algebraickych struktur, viz
[15], [65, odst. 2 a 3] a [34, kap. 1], které pFedstavuji abstraktni konstrukei, umoziiujici
prendset vybrané strukturni vlastnosti euklidovského prostoru (nejjednodussi je
redlnd primka Fj) i na mnoziny s jinymi prvky, nicméné podobného charakteru.
Nepreneseme-li vlastnosti vSechny, ale jen nékteré, ¢ast strukturnich rysa realné
primky ztratime, nékteré vsak zustanou zachovany, coz se tyka napr. vyse zminénych
topologickych (linedrnich) nebo metrickych (linedrnich) prostort.

2.1 Hierarchie prostoria

Obrazek 2.1 znazornuje schematicky hierarchii prostori, které budou vystupovat
v dalsich dvahach. Vede-li v tomto schématu cesta po hranach grafu od néjaké struk-
tury dolu k jiné, pak vySe umisténa struktura automaticky vynucuje (pod)strukturu
umisténou nize. Napiiklad kazdy prostor s vnitinim soucinem je také normovanym
linedrnim prostorem, ten metrickym linearnim prostorem atd. Vlastnostmi rtuznych
typl prostord se budeme nyni zabyvat.

VS-prostory

NL-prostory

ML-prostory

TN

M-prostory TL-prostory

/

T-prostory L-prostory

Obrazek 2.1: Schéma hierarchie prostoru.
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2.1.1 Vektorové prostory (linedrni prostory, L-prostory)

Definice 2.1. (podrobné viz [65, definice 3.1])
Mnozina X opatfend nize uvedenou linedrn{ strukturou se nazyva linedrni (vekto-
rovy) prostor (L-prostor) nad polem skaldrt F, kde F = C nebo F = R:
X = (X, [:]F), kde ﬁ]}r = {+, {OLC}C@F},
(z1,22) — 1 + 2 (abelovskd grupa),
a: x — cx (ndsobeni skaldrem, distributivni a asociativni).
e 0 # M C X (linearné) nezavisla:
Drex ke =0=c,=0Vke K,z € M, kc K, |K| < o0
e 0#£Y é X (linedrni) podprostor (L-podprostor):
yLyp €Y =y t+ypeYyelYceF=cyel
e Linearni obal podmnoziny M C X:
LM) =N {Y|MCY CX}={ e chr|ck € F,zp € M, K| < 00}
Je-li X = L(M), fikdme, Ze M generuje X
e ) #£ B C X baze v X (cvifeni 2.17(1))
= maximalni nezavisld podmnozina v X
= minimélni podmnozina generujici X (L(B) = X)
= linedrné nezavisla podmnozina generujici X.

Véta 2.2. Jestlize B je bdze a m := |B| < o0, potom vSechny bdze X maji
tutéz mohutnost a dim X := m se nazyvd (konec¢nou) dimenzi prostoru X.
Jestlize m = oo, znac¢ime dim X = co a X nazyvidme nekonecné dimenzionalnim
prostorem.

Definice 2.3 (Linearni operator, sdruZené linearni operator!).

T: X - Y (piSeme T € L(X,Y)):

T(x1+x2) =Txy +Tag, T(cx) =cTx YeeF (T(cx) =c¢Tx v piipadé F = C)
o definiéni obor operatoru T: D(T) := X,

« obor hodnot? operdtoru T: R(T) :={Tx |z € X} - Y,
e jadro (nulovy prostor)® operatoru T: N'(T) := T~{0} é X.

Véta 2.4. (diukaz viz cviceni 2.17(2))

TeLlL(X,Y),iCY = T ' (Y1) C X (specidlné i N'(T)) je L-podprostor v X.
Definice 2.5 (P¥my soudet +,3)). (dle prilohy A.5, viz t¢z cviceni 2.17(7))
Prostor X = X; +--- + X,, (nebo X = Z?:l X;) nazgvame pFimym souctem

L
L-podprostorii X; C X, jestlize plati X = L(U;Z, Xi) a X; 0 L(U;4; X;) = {0}
proi=1,...,n.

Véta 2.6. (viz A.7 a cviceni 2.17(8))
X=X+ +X, © prokazdé z € X Alz;,i=1,...,.nix =21+ - + Tpy.

1 T¢z nazyvany antilinedrni.
2 angl. range space

3 angl. null space
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Definice 2.7. T: X — Y se nazyva linedrni izomorfismus (L-izomorfismus),
jestlize T je bijektivni linedrni operdtor (piSeme T € LI(X,Y)). Ziejmé pak
T71:Y — X je rovnéz linearn{ izomorfismus (ditkaz jako cviden{ 2.17(3)). Prostory

L
X,Y se nazyvaji linedrné izomorfni (X =~ Y), jestlize existuje L-izomorfismus
X =Y.

Véta 2.8. (dikaz jako cviceni 2.17(4))
T € L(X,Y) je injektivn{ pravé kdyz N (T) = {0}. V takovém pripadé X 2 R(T).

Poznamka 2.9. Napriklad regularni matice T rozméru n x n predstavuje linearni
izomorfismus prostort shodné konecné dimenze n. Jeji jadro je jednoprvkova mnozina
obsahujici nulu, nebot pravé pouze nulovy vektor zobrazi na nulovy vektor. Jadrem
singularnich matic rozméru n x n je vzdy netrivialni podprostor C", a proto nemohou
hrat roli linearniho izomorfismu. Pro podrobnéjsi charakterizaci linedrnich operatoru
v prostorech konecné dimenze viz priklad 4.15.

Véta 2.10. (viz A.8 a cvifeni 2.17(8))

. ) L
X=X+ -4+X, = X1 x--xX, (kartézsky soucin L-prostort: secitdni a ndsobeni
skaldrem po slozkéch)

Véta 2.11. X L-prostor, dim X =n = X k9 F™.

Dikaz. B = {b1,...,bn} baze v X = T(§) = > ;{;b; je linedrn{ izomorfismus
zF" — X € =1[&,...,&)] (podrobnéji viz cvideni 2.17(5)). O

Poznamka 2.12. Vzhledem k této vété lze pri pevné zvolené bazi kone¢né dimen-
zionalniho prostoru X ztotoznit kazdy prvek z € X s vektorem jeho soufadnic
v této bazi. A proto v dalsim nemusime rozliSovat mezi prvkem X a vektorem jeho
soutradnic.

Poznamka 2.13. V Uvodu jsme vidéli, e prostor funkei {A cos(2nt — )} ma
bazi tvorenou funkcemi cos 2nt, sin 2nt. Ziejmym linedrnim izomorfismem je v tomto
piipadé vztah mezi timto dvojrozmérnym prostorem a prostorem R2 soufadnic.

Disledek 2.14.

Linedrni operdtor T € L(X,Y), dim X =n < oo, dimY = m < oo je jednoznacné
ur¢en matici rozméru mxn: [T] := T := [t1, ..., t,) == [1i;], t; = T(b;) = >.ivy 74505,
kde B = {b;} a B’ = {b;} jsou libovolné, ale pevné zvolené baze po fadé v X a Y.

Diikaz. (podrobnéji jako cviceni 2.17(6))

Operatory U: F* — X, V: F™ — Y jsou souradnicové izomorfismy jako ve vété 2.11
= [T] = V7'TU: F* — F™ je linedrni operédtor, pricemz T — [I] je zfejmé
linedrni bijekei £(X,Y) na L(F™F™), kde 2 = UE = Zj &by =y = Tx =
TUE =32,6Th; =3 &t = 32, & 50 sl = 20, (3; 7565) b = [T =V ly =
V- iTy = V-ITUE. O

Poznamka 2.15. Vzhledem k tomuto dusledku lze pri pevné zvolenych bézich
kone¢né dimenziondlnich prostori X a Y ztotoznit kazdy operdtor T € L(X,Y)
s maticovym operatorem [T]: F"* — F™ Za této situace tedy nebudeme rozlisovat
mezi operdtorem a jemu prislusnou matici T = [T7.
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Véta 2.16 (Faktor prostor). (viz A.2, A.3 a cvifen{ 2.17(7))

L
Kazdy L-podprostor Z C X definuje na X kongruenci ~ (x; ~ xs < x5 —x1 € Z),
pricemz [z] := {2’ | 2’ ~ z} znad{ t¥idu kongruence obsahujic{ prvek z € X.
Pak X/Z := {[z] | © € X} je tzv. faktor prostor X dle Z, kde specidlné pro

T e L(X,Y)je X/T := X/N(T) = {T(y) | y € R(T)} a X/T = R(T).

Cviceni 2.17.

(1) Dokazte ekvivalenci t¥{ charakterizaci bazi v definici 2.1.

(2) Dokazte vétu 2.4.

(3) Dokazte, Ze inverze k linedrnimu izomorfismu dle definice 2.7 je rovnéz linedrni

izomorfismus.

(4) Dokazte vétu 2.8.

(5) Zdavodnéte podrobné platnost implikace v dikazu véty 2.11.

(6) Zdavodnéte podrobné jednotlivé kroky dikazu dusledku 2.14.

(7) Koncepty zavedené v definici 2.5 a ve vété 2.16 ilustrujte geometricky v prostorech
R? a R3.

(8) Dokazte véty 2.6 a 2.10.

2.1.2 Topologické prostory (T-prostory)

Teorii k topologickym prostortm lze ¢erpat také ze zdroju [51, kap. 2, s. 65-76, 86]
a [29, ¢4st 11, kap. 5, s.105-118].

Definice 2.18.

Topologickym prostorem (T-prostorem) nazyvame strukturu X := (X, Tx),
kde Tx C exp X (exp X zna¢i mnoZinu vSech podmnozin mnoziny X) je tzv. topo-
logie na X s vlastnostmi:

1° 0, X € Tx,

2° sjednoceni libovolného poc¢tu prvki z Tx je prvkem Ty,

3° prunik koneéného poc¢tu prvki z Tx je prvkem Tx (viz cvifeni 2.34(1)).
Oteviena mnozina: U € Ty

Uzaviend mnozina: X \ U (komplement) oteviené mnoziny U € Tx

ve 2° a 3° sjednoceni a pruniky si zaméni roli, tedy prunik libovolného poctu
uzavienych mnozin je uzaviend mnozina, sjednoceni kone¢ného pocétu uzavienych
mnozin je uzaviend mnozina.

Oteviené okoli mnoziny M C X: O(M) € Tx: M C O(M)

Otevrené okoli bodu z € X: O(z) := O({z})

Ryzi oteviené okoli bodu z € X: O*(z) := O(z) \ {z}

Uzavér mnoziny M C X: nejmensi uzaviend podmnozina obsahujici M neboli
M :=({V |V je uzaviena: M C V'}

Vnitfek mnoziny M C X: nejvétsi oteviend mnozina obsazena v M neboli
Int(M) := U{U | U je oteviend: U C M}

Hranice mnozZiny M C X: y(M) := M \ Int(M)

Vsude (nikde) hustd podmnozina M C X: M = X (Int(M) = ().
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Véta 2.19. (dukaz D.1)

) U je oteviend < Va € U existuje O(x) CU
Int(X\M)=X\M

X\ M = X \ Int(M)

reM & YO(x)je O(x)NM # ()

Y(M)=MnX\M

Yyrey(M) & VO(): O@)nNM#£0aO@)N(X\M)#0.

Véta 2.20. (cviceni 2.34(3)) B
U C X je oteviend, resp. uzaviend < Int(U) =U, resp. U =U.

Definice 2.21. T-prostor X se nazyva separabilni, jestlize existuje nejvyse spo-
¢etnd mnozina M C X (|M| < Ng): M = X.

Definice 2.22.

(Topologie generovana systémem podmnozin S C exp X, baze)

Nejmensi topologie na X obsahujici prvky S jako oteviené mnoziny je prunikem
vsech takovych topologii, a budeme ji znacit

T(S) = {T | TC expX je topologie na X: S C T}.

(Ve cviceni 2.34(4) ovéite, Ze prunik topologii je skuteéné topologie.)

Systém S se nazyva béazi topologie 7(S) na X, jestlize m4 nasledujici vlastnosti:
(1) z € X = existuje B€ S: z € B,

(2) x € BN By (B1,By € S) = existuje B€ S: € B,BC B; N Bs.

Véta 2.23. (dikaz viz D.2)

Necht § C exp X, pak T(S) je tvofena pravé témi mnozinami, které nutné musi
obsahovat. Tedy kazda oteviend mnozina z 7(S) je sjednocenim kone¢nych prinika
mnozin z S, neboli T(S) = {U;c; Niex, Uik | Uix € S, pro kazdé I a [K;| < No}.
Tento systém obsahuje @) (sjednoceni prazdného systému I = @) i cely prostor X,
pokud vechna K; = 0.

Specidlné je-li S baze, pak T(S) = {U;c; Ui | U; € S pro kazdé I} neboli kazda
oteviend mnozina z 7(S) je néjakym sjednocenim mnozin z S.

Definice 2.24 (Soucinova topologie).

Na kartézském soucinu T-prostori X = []

jako topologii generovanou dle vztahu:

Tx :=T{I[[ Ui | U; € Tx,,U; = X, pro skoro vSechna ¢ (tj. az na kone¢né mnoho)}
iel

(zdivodnéte ve cviceni 2.34(5), pro¢ musi platit U; = X; pro s.v. ).

e Xi definujeme soucinovou topologii

Definice 2.25 (Topologicky podprostor Y C X).
Na Y definujeme tzv. indukovanou topologii — viz cviceni 2.34(7):
Ty:={YNU|U € Tx}.

Priklad 2.26 (Euklidovska topologie na R n € N).

Ziejmé mnozina vsech otevienych intervali J na R je baze topologie. Otevienymi
mnozinami v topologii generované touto bazi jsou dle 2.23 pravé vSechna mozna
sjednoceni otevienych intervali. Podobné bazi ptislusné soucinové topologie na R™
tvoii oteviené ,kvadry“ neboli vSechny kartézské souciny Jy x --- x J,, otevienych
intervali. Takto ziskana topologie na R, resp. na R™ se nazyva euklidovska, stejné
jako topologie indukovand na podmnoziny v R™ (napf. na Z C R nebo na N C R).
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Definice 2.27 (Hausdorffav T-prostor).
T-prostor X se nazyva Hausdorfftuv, jestlize v ném plati nasledujici axiom oddéli-
telnosti: z1, 29 € X, 21 # 22 = 30(21), O(x2): O(x1) N O(z2) = 0.

Za jednoduchy priklad T-prostoru, ktery neni Hausdorffav, stac¢i vzit jakoukoli
neprazdnou mnozinu X s nejmens{ topologii Tx = {0, X}.

Definice 2.28. Zobrazeni T: X — Y mezi T-prostory se nazyva spojité v bodé
xo € X, jestlize: VO(T(x0)) 3O(x0): T(O(z0)) € O(T(20)). Zobrazeni T se nazyva
spojité, je-li spojité v kazdém bodé x € X.

Véta 2.29. Necht T: X — Y (T-prostory). Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) T je spojité,

(2) M je oteviend v Y = T—1(M) je oteviend v X,

(3) M je uzaviend v Y = T~ 1(M) je uzaviend v X.

Diikaz.

(1) = (2): Necht T je spojité (tj. v kazdém bodé).

a) je-li T71(M) =0 = T~1(M) je oteviend dle 1°,

b) necht T=1(M) # 0 axz e T (M) = Tz € M = M je otevienym okolim bodu
Tz = 30(x): T(O(x)) C M = O(z) C T-YM) = T~1(M) je oteviena dle
2.19(1).

(2) = (1): Necht O(Txg) je libovolné okoli, polozme M = O(Txg), pak dle (2) je

T~1(O(Tzp)) oteviena obsahujici xg, tj. staci polozit O(xqg) = T~1(O(Tzp)). Ziejmé

T(O(z9)) = O(Txo) = M.

(3) < (2): plyne z T-1 (Y \ M) = X \ T~1(M) uzitim (2), nebot mnozina je uzaviend

pravé kdyz jeji komplement je oteviend mnozina. a

Definice 2.30. Zobrazeni T: X — Y mezi T-prostory se nazyva oteviené (uza-
viené), jestlize T(M) je oteviend (uzaviend) mnozina v Y pro kazdou otevienou
(uzavienou) podmnozinu M C X.

Definice 2.31. T se nazyvd homeomorfismus (topologicky izomorfismus),
jestlize je bijekei a soucasné T i T~! jsou spojitd zobrazeni. T-prostory X a Y se na-
zyvaji homeomorfni (topologicky izomorfni), jestlize existuje homeomorfismus
XnaY.

Véta 2.32. (dukaz jako cviceni 2.34(8))
Zobrazeni T': X — Y mezi T-prostory je homeomorfismus X na Y pravé kdyz T je
bijektivni, spojité a oteviené (resp. uzaviené) zobrazeni.

Definice 2.33 (Limita, konvergence v topologii).
Rekneme, ze zobrazeni T: X — Y mezi T-prostory ma v bodé zy € X limitu yy,

jestlize ¥ O(yo) 30* (z): T(O*(20)) € Olyo); piseme Tz 2 yo pro z 15 o,

Analogicky fekneme, Ze posloupnost {yn }nen pii ¥ € Y konverguje k yp € YV

a piSeme y, I, Yo pro n — oo, jestlize VO(yo) IN € N: y, € O(yo) pron > N*
Casto budeme fakt {y,}nen, yn € Y, zapisovat zkracené jako {y,} C Y.

4 Interval (N, 00) NN hraje roli ryziho okolf nekoneéna v indukované euklidovské topologii na
N C R* (srov. 2.26).
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Cviceni 2.34.

(1) V definici 2.18 topologického prostoru zduvodnéte nezbytnost axiomu 3° na
vhodném prikladu v euklidovském prostoru dimenze 1.

(2) Dokazte, ze podmnozina M T-prostoru X je v ném nikde hustd < komplement
jejtho uzévéru je véude husty v T, tj. X \ M = X (uzijte tvrzeni 2.19(3)).

(3) Dokazte vétu 2.20.

(4) Dokazte, zZe prunik systému topologii uzity v definici 2.22 je rovnéz topologie.

(5) Zduvodnéte proé soudinové topologie definovand v 2.24 nemize byt generovina
libovolnymi kartézskymi souciny otevienych mnozin.

(6) Dokazte, Ze systém podmnozin generujici sou¢inovou topologii na X v definici
2.24 je bazi této topologie, a pritom tato topologie je nejmensi, v niz kazda
projekce X na X; je spojita.

(7) V definici 2.25 topologického podprostoru ovéite, ze jeho tzv. indukovand topo-
logie skutecné splnuje axiomy 1° az 3° z definice 2.18.

(8) Dokazte vétu 2.32.

2.1.3 Metrické prostory (M-prostory)

Jako dalsi zdroje k tématu metrickych prostort mohou poslouzit [32, kap. 1],
[51, kap. 2, s. 76-86], [29, ¢ast II, kap. 1-3, s. 66-94]. Dalsi podrobnosti lze nalézt
v priloze B.

Definice 2.35.

Metrickym prostorem (M-prostorem) nazyvame strukturu X := (X,dx), kde
d:=dx: X x X = R" je tzv. metrika na X s vlastnostmi:

1° d(zy) = d(y, 2) )

2 d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) } = T EY)

3 d(z,y) =0 & =y

Oteviend koule: K(zg,7) := {z € X | d(z,z9) < r} o poloméru r > 0 se stfe-
dem zo, K := {K(zo,r) | x0 € X,r € R,7 > 0}.

Topologie na X: K je baze generujici topologii na X: Tx = T(K) (viz také cvi-
¢eni 2.48(1)).

Konvergence dle metriky d: xz, 4= d(xn,x) = 0 pro n — oo, kde ekviva-
lence s topologickou definici konvergence 2.33 je zfejma (viz cviceni 2.48(2)), tj. staci
psat x,, — x.

Cauchyovska posloupnost: {z,} C X: d(zn,z,) — 0 pro m,n — oo.
Uzaviena koule: K(wzg,7) := {x € X | d(z,z¢) < r} je uzaviend v topologii, ale
nemusi byt nutné uzavérem oteviené koule, tj. K (zg,7) = K(zo,r) obecné neplati
(viz cviCeni 2.48(6)).

Metricky podprostor (M-podprostor): neprazdnd podmnozina M C X s re-
strikel metriky das := dx|prxar; ziejmé soucasné je M také T-podprostorem v X.

Véta 2.36. Kazdy M-prostor je Hausdorffiv T-prostor.

Diikaz. Dle 2.23 jsou otevienymi mnozinami pravé vsechna sjednoceni otevienych
kouli a Tx je tedy nejmensi topologie na X, v niz kazda koule je oteviena. Zbyva

ukdzat platnost axiomu oddélitelnosti 2.27: x # y ;; p:=d(x,y) > 0 a pak existuji
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Y
z€K(z, §)NK(y, 5) = p=d(z,y) <d,z2) +dzy) <§5+5=p 0
Véta 2.37. M C X (M-prostor) je uzaviend pravé kdyz x,, — x,z, € M = x € M.

Dikaz.

Smér = sporem: Necht M je uzaviena a predpoklddejme, ze existuje posloupnost

{xn} C M,z, - x ¢ M. Pak x € X \ M (oteviend) . IK(xz,e) C X\ M, ale

protoZe z konvergence plyne 3N € N: pron > N je d(z,,z) < €, pak z,, ¢ M pro
n > N, coz je spor. Tedy x € M.

Smér < sporem: Kdyby M nebyla uzaviend, pak X \ M by nebyla oteviend, tj.
Jze X\M: MNK(z,2)#0Vn €N, tedy 3z, # z: x, € M,0 < d(z,z,) < %.
Pak x, — x ¢ M, spor. O

Poznamka 2.38. Ziejmé M dostaneme z M pifiddnim limit vSech konvergentnich
posloupnosti {z,} C M, které pak ovSem padnou do v(M), pokud neleZely v Int(M).

Véta 2.39. Kazdy M-podprostor separabilniho M-prostoru je separabilni.

Diikaz. Necht M = {z1,22,...} C X je néjakd nejvyse spodetnd hustd podmnozina
separabilnfho M-prostoru X (M = X) a Y C X jeho M-podprostor. Pak systém
kouli K (@, %), m,n € N, je nejvyse spocetny. Pokud Y N K (x,, %) # (), zvolme
libovolné, ale pevné prvek yp, n, € Y N K (2, %) Mnozina {ym, »} C Y takto vybra-
nych prvki je ziejmé rovnéz nejvyse spocetna. Ukazeme, ze je také hustd v Y.

Pro libovolné y € Y a n € N existuje z,, € M takové, ze y € K(z,, ﬁ), ne-
boli y € Y N K (2, ﬁ) Rovnéz prislusné y, 2, € K (2, %) a podle axiomu 2°
dostavame d(y, Ym,2n) < Y, Tm) + AT, Ym,2n) < ﬁ + % = O

Definice 2.40. M C X se nazyvd ohranicenad, jestlize AK € : M C K
(vzhledem k 2° se sta¢i omezit na K := K(zg,r),zo pevné — viz 2.48(3)).

S|=

Véta 2.41. (dikaz jako cviceni 2.48(4))
xn = x v X (M-prostor) = {z,} je cauchyovska.

Definice 2.42. M-prostor X se nazyva dplny, jestlize kazda jeho cauchyovska
posloupnost je konvergentni.

Véta 2.43. Necht Y je M-podprostor M-prostoru X. Pak plati:
(1) Y tplny = Y uzavieny v X,
(2) X uplny, Y uzavieny = Y uplny.

Diikaz.

(1) Y C X (M-podprostor). Necht Y je aplny. Podle 2.37 sta¢i ukézat, Ze pro kazdou
posloupnost ¥ 3 z,, - x v X je x € Y. Necht tedy z,, — z, pak dle 2.41 je
{zn} cauchyovska v prostoru X a tedy i v prostoru Y, nebot z,, € Y. Pak x € Y,
jelikoz Y je uplny.

(2) Necht {z,} je cauchyovskd v Y = {x,} je cauchyovskd v X = z, —» = v X,
nebot X je uplny = z € Y, nebot Y je uzavieny. a

Véta 2.44 (Heineho definice spojitosti: viz [11, D.16 s.173]).
T: X — Y mezi dvéma M-prostory je spojité v xy pravé kdyz plati:
Tp =20 v X = T(x,) = T(xg) vY.



